
姜晓千 2023 年强化班笔记
数学笔记

Weary Bird

2025 年 7 月 4 日



相见欢·林花谢了春红

林花谢了春红，太匆匆。无奈朝来寒雨晚来风。胭脂泪，相留醉，几时重。自是人生长恨水长

东。

2025 年 7 月 4 日



目录

第一章 函数极限连续 1

1.1 函数的性态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 极限的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 函数极限的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 已知极限反求参数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.5 无穷小阶的比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.6 数列极限的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.7 间断点的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

第二章 一元函数微分学 7

2.1 导数与微分的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 导数与微分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3 导数应用-切线与法线 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4 导数应用-渐近线 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.5 导数应用-曲率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.6 导数应用-极值与最值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.7 导数应用-凹凸性与拐点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.8 导数应用-证明不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.9 导数应用-求方程的根 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.10 微分中值定理证明题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

第三章 一元函数积分学 14

3.1 定积分的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2 不定积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

I



3.3 定积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.4 反常积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.5 反常积分敛散性的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.6 变限积分函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.7 定积分应用求面积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.8 定积分应用求体积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.9 定积分应用求弧长 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.10 定积分应用求侧面积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.11 一定积分物理应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.12 二证明含有积分的等式或不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

第四章 常微分方程 19

4.1 一阶微分方程的解法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.2 二阶常系数线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.3 高阶常系数线性齐次微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.4 二阶可降阶微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.5 欧拉方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.6 变量代换求解二阶变系数线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.7 微分方程综合题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

第五章 多元函数微分学 24

5.1 多元函数的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5.2 多元复合函数求偏导数与全微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.3 多元隐函数求偏导数与全微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.4 变量代换化简偏微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.5 求无条件极值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.6 求条件极值 (边界最值) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

第六章 二重积分 28

6.1 二重积分的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

6.2 交换积分次序 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.3 二重积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

II



6.4 其他题型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

第七章 无穷级数 31

7.1 数项级数敛散性的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

7.2 交错级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

7.3 任意项级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

7.4 幂级数求收敛半径与收敛域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

7.5 幂级数求和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

7.6 幂级数展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.7 无穷级数证明题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.8 傅里叶级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

第八章 多元函数积分学 35

8.1 三重积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

8.2 第一类曲线积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

8.3 第二类曲线积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

8.4 第一类曲面积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

8.5 第二类曲面积分的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

第九章 行列式 38

9.1 数字行列式的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

9.2 代数余子式求和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

9.3 抽象行列式的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

第十章 矩阵 51

10.1 求高次幂 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

10.2 逆的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

10.3 秩的计算与证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

10.4 关于伴随矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

10.5 初等变换与初等矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

第十一章 向量 62

11.1 线性表示的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

III



11.2 线性相关与线性无关的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

11.3 极大线性无关组的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

11.4 向量空间 (数一专题) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

第十二章 线性方程组 65

12.1 解的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

12.2 求齐次线性方程组的基础解系与通解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

12.3 求非齐次线性方程组的通解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

12.4 解矩阵方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

12.5 公共解的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

第十三章 特征值与特征向量 70

13.1 特征值与特征向量的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

13.2 相似的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

13.3 相似对角化的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

13.4 实对称矩阵的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

第十四章 二次型 74

14.1 求二次型的标准形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

14.2 合同的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

14.3 二次型正定与正定矩阵的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

第十五章 事件与概率论 77

15.1 事件的关系、运算与概率的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

15.2 三大概型的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

15.3 三大概率公式的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

15.4 事件独立的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

第十六章 一维随机变量 84

16.1 分布函数的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

16.2 概率密度的判定与计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

16.3 关于八大分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

16.4 求一维连续型随机变量函数的分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

IV



第十七章 二维随机变量 96

17.1 联合分布函数的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

17.2 二维离散型随机变量分布的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

17.3 二维连续型随机变量分布的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

17.4 关于二维正态分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

17.5 求二维离散型随机变量函数的分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

17.6 求二维连续型随机变量函数的分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

17.7 求一离散一连续随机变量函数的分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

第十八章 数字特征 110

18.1 期望与方差的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

18.2 协方差的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

18.3 相关系数的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

18.4 相关与独立的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

第十九章 大数定律与中心极限定理 121

第二十章 统计初步 123

20.1 求统计量的抽样分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

20.2 求统计量的数字特征 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

第二十一章 参数估计 126

21.1 求矩估计与最大似然估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

21.2 估计量的评价标准 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

21.3 区间估计与假设检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

第二十二章 补充知识-高等数学 131

第二十三章 补充知识-线性代数 132

第二十四章 补充知识-概率论 133

24.1 配对问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

24.2 几个概率的不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

24.3 轮流射击模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

V



24.4 补充: 随机变量的矩 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

VI



第一章 函数极限连续

1.1 函数的性态

Remark. (有界性的判定)

连续函数在闭区间 [a, b] 上必然有界

连续函数在开区间 (a, b) 上只需要判断端点处的左右极限, 若 limx→a+ ̸= ∞ 且 limx→b− ̸=

∞, 则连续函数在该区间内有界.

1. 下列函数无界的是

(A) f(x) =
1

x
sinx, x ∈ (0,+∞)

(B) f(x) = x sin 1

x
, x ∈ (0,+∞)

(C) f(x) =
1

x
sin 1

x
, x ∈ (0,+∞)

(D) f(x) =

ˆ x

0

sin t

t
dt, x ∈ (0, 2022)

Solution.

(A) limx→0+ f(x) = 1, limx→+∞ = 0 均为有限值, 故 A 在区间 (0,+∞) 有界

(B) limx→0+ f(x) = 0, limx→+∞ = 1 均为有限值, 故 B 在区间 (0,+∞) 有界

(C) limx→0+ f(x) = +∞, limx→+∞ = 0 在 0 点的极限不为有限值, 故 C 在区间 (0,+∞)

无界

(D) limx→0+ f(x) = limx→0+
´ x

0
1dt = 0, limx→2022− f(x) =

´ 2022
0

sin t
t
dt = 有限值 故 D 在

区间 (0, 2022) 有界

1



1.2 极限的概念 第一章 函数极限连续

Remark. (导函数与原函数的奇偶性与周期性)

连续奇函数的所有原函数
´ x
0
f(t)dt+ C 都是偶函数

连续偶函数仅有一个原函数
´ x
0
f(t)dt 为奇函数

2. (2002, 数二) 设函数 f(x) 连续, 则下列函数中, 必为偶函数的是

(A)

ˆ x

0

f(t2)dt

(B)
ˆ x

0

f 2(t)dt

(C)

ˆ x

0

t[f(t)− f(−t)]dt

(D)

ˆ x

0

t[f(t) + f(−t)]dt

Solution. 这种题可以采用奇偶性的定义直接去做, 如下面选项 A,B 的解法, 也可以按

照上述的函数奇偶性的性质判断

(A) 令 F (x) =
´ x
0
f(t2)dt

F (−x) =

ˆ −x

0

f(t2)dt = −
ˆ x

0

f(t2)dt = −F (x)

则 A 选项是奇函数

(B)

F (−x) =

ˆ −x

0

f 2(t)dt = −
ˆ x

0

f 2(−t)dt

推导不出 B 的奇偶性

(C) t[f(t)− f(−t)] 是一个偶函数, 故 C 选项是一个奇函数

(D) t[f(t) + f(−t)] 是一个奇函数, 故 D 选项是一个偶函数

1.2 极限的概念

Definition 1.2.1 (函数极限的定义). 设函数 f(x) 在点 x0 的某去心邻域内有定义。

若存在常数 A，使得对于任意给定的正数 ϵ，总存在正数 δ，使得当 x 满足

0 < |x− x0| < δ

2



1.3 函数极限的计算 第一章 函数极限连续

时，必有

|f(x)− A| < ϵ

则称 A 为函数 f(x) 当 x 趋近于 x0 时的极限，记作

lim
x→x0

f(x) = A

或

f(x) → A (x → x0).

3. (2014, 数三) 设 limn→∞ an = a, 且 a ̸= 0, 则当 n 充分大时有

(A)|an| >
|a|
2

(B)|an| <
|a|
2

(C)an > a− 1

n
(D)an < a+

1

n

Solution. 由数列极限的定义可知当 n 充分大的时候有 |an − a| < ϵ

考虑选项 C,D, 令 ϵ = 1
n

则 |an − a| < 1
n

=⇒ a− 1
n
< an < a+ 1

n

1.3 函数极限的计算

这一个题型基本上是计算能力的考察, 对于常见未定式其实也没必要区分的那么明显, 目

标都是往最简单 0
0
或者 ·

∞ 模型上面靠, 辅助以 Taylor 公式, 拉格朗日中值定理结合夹逼准则

来做就可以.

Remark. (类型一 0
0
型)

4. (2000, 数二) 若 limx→0
sin 6x+xf(x)

x3 = 0, 则 limx→0
6+f(x)

x2 为

(A) 0 (B) 6 (C) 36 (D) ∞

Solution. 这个题第一次见可能想不到, 但做多了就一个套路用 Taylor 就是了.

sin 6x = 6x− 36x2 + o(x3), 带入题目极限有

lim
x→0

6x+ xf(x) + o(x3)

x3
= lim

x→0

6x+ xf(x)

x3
= 36

3



1.3 函数极限的计算 第一章 函数极限连续

5. (2002, 数二) 设 y = y(x) 是二阶常系数微分方程 y′′ + py′ + qy = e3x 满足初始条件

y(0) = y′(0) = 0 的特解, 则当 x → 0 时, 函数 ln(1+x2)
y(x)

的极限

(A)不等于 (B)等于 1 (C)等于 2 (D)等于 3

Solution. 由微分方程和 y(0) = y′(0) = 0 可知 y′′(0) = 1, 则 y(x) = 1
2
x2 + o(x2), 则

lim
x→0

ln(1 + x2)

y(x)
= lim

x→0

x2

1
2
x2

= 2

Remark. (类型二 ∞
∞ 型)

6. (2014, 数一、数二、数三) 求极限

lim
x→∞

´ x
1

[
t2(e

1
t − 1)− t

]
dt

x2 ln (1 + 1
x
)

Solution.

lim
x→∞

´ x
1

[
t2(e

1
t − 1)− t

]
dt

x
= lim

x→∞
x2(e

1
x − 1)− x

= lim
t→0

et − 1− x

x2

=
1

2

Remark. (类型三 0 · ∞ 型)

7. 求极限 limx→0+ ln(1 + x) ln
(
1 + e1/x

)
Solution.

Remark. (类型四 ∞−∞ 型)

8. 求极限 limx→∞
(
x3 ln x+1

x−1
− 2x2

)
Solution.【详解】
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1.4 已知极限反求参数 第一章 函数极限连续

Remark. (类型五 00 与 ∞0 型)

9. (2010, 数三) 求极限 limx→+∞
(
x1/x − 1

)1/ lnx

Solution.【详解】

Remark. (类型六 1∞ 型)

10. 求极限 limx→0

(
ax+a2x+···+anx

n

)1/x
(a > 0, n ∈ N)

Solution.

1.4 已知极限反求参数

Remark. (方法)

11. (1998, 数二) 确定常数 a, b, c 的值, 使 limx→0
ax−sinx´ x

b
ln(1+t3)

t
dt
= c (c ̸= 0)

Solution.【详解】

1.5 无穷小阶的比较

Remark. (方法)

12. (2002, 数二) 设函数 f(x) 在 x = 0 的某邻域内具有二阶连续导数, 且 f(0) ̸= 0,f ′(0) ̸=

0,f ′′(0) ̸= 0。证明：存在唯一的一组实数 λ1, λ2, λ3, 使得当 h → 0 时,λ1f(h)+λ2f(2h)+

λ3f(3h)− f(0) 是比 h2 高阶的无穷小。

Solution.【详解】

13. (2006, 数二) 试确定 A,B,C 的值, 使得 ex(1 +Bx+ Cx2) = 1 + Ax+ o(x3), 其中 o(x3)

是当 x → 0 时比 x3 高阶的无穷小量。

Solution.【详解】

14. (2013, 数二、数三) 当 x → 0 时,1− cosx · cos 2x · cos 3x 与 axn 为等价无穷小, 求 n 与

a 的值。

Solution.【详解】
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1.6 数列极限的计算 第一章 函数极限连续

1.6 数列极限的计算

Remark. (方法)

15. (2011, 数一、数二)

(i) 证明：对任意正整数 n, 都有 1
n+1

< ln
(
1 + 1

n

)
< 1

n

(ii) 设 an = 1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n
− lnn (n = 1, 2, · · · ), 证明数列 {an} 收敛。

Solution.【详解】

16. (2018, 数一、数二、数三) 设数列 {xn} 满足：x1 > 0,xne
xn+1 = exn − 1 (n = 1, 2, · · · )。

证明 {xn} 收敛, 并求 limn→∞ xn。

Solution.【详解】

17. (2019, 数一、数三) 设 an =
´ 1

0
xn

√
1− x2dx (n = 0, 1, 2, · · · )。

(i) 证明数列 {an} 单调减少, 且 an = n−1
n+2

an−2 (n = 2, 3, · · · )

(ii) 求 limn→∞
an

an−1

Solution.【详解】

18. (2017, 数一、数二、数三) 求 limn→∞
∑n

k=1
k
n2 ln

(
1 + k

n

)
Solution.【详解】

1.7 间断点的判定

19. (2000, 数二) 设函数 f(x) = x
a+ebx

在 (−∞,+∞) 内连续, 且 limx→−∞ f(x) = 0, 则常数

a, b 满足

(A) a < 0, b < 0 (B) a > 0, b > 0

(C) a ≤ 0, b > 0 (D) a ≥ 0, b < 0

Solution.【详解】
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第二章 一元函数微分学

2.1 导数与微分的概念

1. (2000, 数三) 设函数 f(x) 在点 x = a 处可导, 则函数 |f(x)| 在点 x = a 处不可导的充分

条件是

(A) f(a) = 0 且 f ′(a) = 0

(B) f(a) = 0 且 f ′(a) ̸= 0

(C) f(a) > 0 且 f ′(a) > 0

(D) f(a) < 0 且 f ′(a) < 0

Solution.【详解】

2. (2001, 数一) 设 f(0) = 0, 则 f(x) 在 x = 0 处可导的充要条件为

(A) lim
h→0

1

h2
f(1− cosh) 存在

(B) lim
h→0

1

h
f(1− eh) 存在

(C) lim
h→0

1

h2
f(h− sinh) 存在

(D) lim
h→0

1

h
[f(2h)− f(h)] 存在

Solution.【详解】
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2.2 导数与微分的计算 第二章 一元函数微分学

3. (2016, 数一) 已知函数 f(x) =


x, x ≤ 0

1
n
, 1

n+1
< x ≤ 1

n
, n = 1, 2, · · ·

, 则

(A) x = 0 是 f(x) 的第一类间断点

(B) x = 0 是 f(x) 的第二类间断点

(C) f(x) 在 x = 0 处连续但不可导

(D) f(x) 在 x = 0 处可导

Solution.【详解】

2.2 导数与微分的计算

Remark (类型一分段函数求导).

4. (1997, 数一、数二) 设函数 f(x) 连续,φ(x) =
´ 1
0
f(xt)dt, 且 limx→0

f(x)
x

= A(A 为常数),

求 φ′(x), 并讨论 φ′(x) 在 x = 0 处的连续性。

Solution.【详解】

Remark (类型二复合函数求导).

5. (2012, 数三) 设函数 f(x) =


ln
√
x, x ≥ 1

2x− 1, x < 1

,y = f(f(x)), 求 dy
dx

∣∣∣
x=e

Solution.【详解】

Remark (类型三隐函数求导).

6. (2007, 数二) 已知函数 f(u) 具有二阶导数, 且 f ′(0) = 1, 函数 y = y(x) 由方程 y −

xey−1 = 1 所确定。设 z = f(ln y − sinx), 求 dz
dx

∣∣
x=0

和 d2z
dx2

∣∣∣
x=0

Solution.【详解】
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2.3 导数应用-切线与法线 第二章 一元函数微分学

Remark (类型四反函数求导).

7. (2003, 数一、数二) 设函数 y = y(x) 在 (−∞,+∞) 内具有二阶导数, 且 y′ ̸= 0,x = x(y)

是 y = y(x) 的反函数。

(i) 将 x = x(y) 所满足的微分方程 d2x
dy2

+ (y + sinx)
(

dx
dy

)3
= 0 变换为 y = y(x) 满足的

微分方程

(ii) 求变换后的微分方程满足初始条件 y(0) = 0,y′(0) = 3
2
的解

Solution.【详解】

Remark (类型五参数方程求导).

8. (2008, 数二) 设函数 y = y(x) 由参数方程


x = x(t)

y =
´ t2

0
ln(1 + u)du

确定, 其中 x(t) 是初

值问题


dx
dt

− 2te−x = 0

x|t=0 = 0

的解, 求 d2y
dx2

Solution.【详解】

Remark (类型六高阶导数).

9. (2015, 数二) 函数 f(x) = x2 · 2x 在 x = 0 处的 n 阶导数 f (n)(0) =

Solution.【详解】

2.3 导数应用-切线与法线

Remark (类型一直角坐标表示的曲线).

10. (2000, 数二) 已知 f(x) 是周期为 5 的连续函数, 它在 x = 0 的某个邻域内满足关系式

f(1+ sinx)− 3f(1− sinx) = 8x+α(x), 其中 α(x) 是当 x → 0 时比 x 高阶的无穷小, 且

f(x) 在 x = 1 处可导, 求曲线 y = f(x) 在点 (6, f(6)) 处的切线方程。

Solution.【详解】
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2.4 导数应用-渐近线 第二章 一元函数微分学

Remark (类型二参数方程表示的曲线).

11. 曲线


x =
´ 1−t

0
e−u2

du

y = t2 ln(2− t2)

在 (0, 0) 处的切线方程为

Solution.【详解】

Remark (类型三极坐标表示的曲线).

12. (1997, 数一) 对数螺线 r = eθ 在点 (π
2
, π
2
) 处切线的直角坐标方程为

Solution.【详解】

2.4 导数应用-渐近线

13. (2014, 数一、数二、数三) 下列曲线中有渐近线的是

(A) y = x+ sinx (B) y = x2 + sinx

(C) y = x+ sin 1

x
(D) y = x2 + sin 1

x

Solution.【详解】

14. (2007, 数一、数二、数三) 曲线 y = 1
x
+ ln(1 + ex) 渐近线的条数为

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3

Solution.【详解】

2.5 导数应用-曲率

15. (2014, 数二) 曲线


x = t2 + 7

y = t2 + 4t+ 1

对应于 t = 1 的点处的曲率半径是

(A)

√
10

50
(B)

√
10

100
(C) 10

√
10 (D) 5

√
10

Solution.【详解】
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2.6 导数应用-极值与最值 第二章 一元函数微分学

2.6 导数应用-极值与最值

17. (2000, 数二) 设函数 f(x) 满足关系式 f ′′(x) + [f ′(x)]2 = x, 且 f ′(0) = 0, 则

(A) f(0) 是 f(x) 的极大值

(B) f(0) 是 f(x) 的极小值

(C) 点(0, f(0)) 是曲线 y = f(x) 的拐点

(D) f(0) 不是 f(x) 的极值, 点(0, f(0)) 也不是曲线 y = f(x) 的拐点

Solution.【详解】

18. (2010, 数一、数二) 求函数 f(x) =
´ x2

1
(x2 − t)e−t2dt 的单调区间与极值

Solution.【详解】

19. (2014, 数二) 已知函数 y = y(x) 满足微分方程 x2 + y2y′ = 1 − y′, 且 y(2) = 0, 求 y(x)

的极大值与极小值

Solution.【详解】

2.7 导数应用-凹凸性与拐点

20. (2011, 数一) 曲线 y = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3(x− 4)4 的拐点是

(A) (1, 0) (B) (2, 0) (C) (3, 0) (D) (4, 0)

Solution.【详解】

2.8 导数应用-证明不等式

21. (2017, 数一、数三) 设函数 f(x) 可导, 且 f(x)f ′(x) > 0, 则

(A) f(1) > f(−1) (B) f(1) < f(−1)

(C) |f(1)| > |f(−1)| (D) |f(1)| < |f(−1)|

11



2.9 导数应用-求方程的根 第二章 一元函数微分学

Solution.【详解】

22. (2015, 数二) 已知函数 f(x) 在区间 [a,+∞) 上具有二阶导数,f(a) = 0,f ′(x) > 0,f ′′(x) >

0。设 b > a, 曲线 y = f(x) 在点 (b, f(b)) 处的切线与 x 轴的交点是 (x0, 0), 证明

a < x0 < b。

Solution.【详解】

2.9 导数应用-求方程的根

23. (2003, 数二) 讨论曲线 y = 4 lnx+ k 与 y = 4x+ ln4 x 的交点个数。

Solution.【详解】

24. (2015, 数二) 已知函数 f(x) =
´ 1
x

√
1 + t2dt+

´ x2

1

√
1 + tdt, 求 f(x) 零点的个数。

Solution.【详解】

2.10 微分中值定理证明题

Remark (类型一证明含有一个点的等式).

25. (2013, 数一、数二) 设奇函数 f(x) 在 [−1, 1] 上具有二阶导数, 且 f(1) = 1。证明:

(i) 存在 ξ ∈ (0, 1), 使得 f ′(ξ) = 1；

(ii) 存在 η ∈ (−1, 1), 使得 f ′′(η) + f ′(η) = 1。

Solution.【详解】

26. 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 内可导,f(1) = 0, 证明：存在 ξ ∈ (0, 1), 使得

(2ξ + 1)f(ξ) + ξf ′(ξ) = 0。

Solution.【详解】
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2.10 微分中值定理证明题 第二章 一元函数微分学

Remark (类型二证明含有两个点的等式).

27. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 内可导, 且 f(0) = 0,f(1) = 1。证明:

(i) 存在两个不同的点 ξ1, ξ2 ∈ (0, 1), 使得 f ′(ξ1) + f ′(ξ2) = 2；

(ii) 存在 ξ, η ∈ (0, 1), 使得 ηf ′(ξ) = f(η)f ′(η)。

Solution.【详解】

Remark (类型三证明含有高阶导数的等式或不等式).

28. (2019, 数二) 已知函数 f(x) 在 [0, 1] 上具有二阶导数, 且 f(0) = 0,f(1) = 1,
´ 1
0
f(x)dx =

1。证明:

(i) 存在 ξ ∈ (0, 1), 使得 f ′(ξ) = 0；

(ii) 存在 η ∈ (0, 1), 使得 f ′′(η) < −2。

Solution.【详解】
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第三章 一元函数积分学

3.1 定积分的概念

1. 例 1 (2007, 数一、数二、数三) 如图, 连续函数 y = f(x) 在区间 [-3,-2],[2,3] 上的图形分

别是直径为 1 的上、下半圆周, 在区间 [-2,0],[0,2] 的图形分别是直径为 2 的下、上半圆

周. 设 F (x) =
´ x
0
f(t)dt, 则下列结论正确的是:

(A)F (3) = −3

4
F (−2)

Solution.【详解】

2. 例 2 (2009, 数三) 使不等式
´ x
1

sin t
t
dt > lnx 成立的 x 的范围是

(A) (0, 1) (B)
(
1,

π

2

)
(C)

(π
2
, π
)

(D)(π,+∞)

Solution.【详解】

3. 例 3 (2003, 数二) 设 I1 =
´ π

4

0
tanx
x

dx, I2 =
´ π

4

0
x

tanx
dx, 则

(A)I1 > I2 > 1 (B)1 > I1 > I2

(C)I2 > I1 > 1 (D)1 > I2 > I1

Solution.【详解】

3.2 不定积分的计算

4. 例 5 (2009, 数二、数三) 计算不定积分
´

1

1+
√

1+x
x

dx(x > 0)

Solution.【详解】
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3.3 定积分的计算 第三章 一元函数积分学

5. 例 6 求
´

1
1+sinx+cosxdx

Solution.【详解】

3.3 定积分的计算

6. 例 7 (2013, 数一) 计算
´ 1

0
f(x)√

x
dx, 其中 f(x) =

´ x
1

ln(t+1)
t

dt

Solution.【详解】

7. 例 8 求下列积分:

(1)

ˆ π
2

0

1

1 + (tanx)
√
2
dx

Solution.【详解】

8. 例 9 求
´ π

4

0
ln(1 + tanx)dx

Solution.【详解】

3.4 反常积分的计算

9. 例 10 (1998, 数二) 计算积分 (题目内容缺失)

Solution.【详解】

3.5 反常积分敛散性的判定

10. 例 11 (2016, 数一) 若反常积分
´ +∞
0

1
xa(1+x)b

dx 收敛, 则

(A) a < 1� b > 1

(B) a > 1� b > 1

(C) a < 1� a+ b > 1

(D) a > 1� a+ b > 1
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3.6 变限积分函数 第三章 一元函数积分学

Solution.【详解】

11. 例 12 (2010, 数一、数二) 设 m,n 均为正整数, 则反常积分
´ 1
0

n
√

ln2(1−x)
n√x

dx 的收敛性

(A) �� m �����

(B) �� n �����

(C) � m,n ������

(D) � m,n ������

Solution.【详解】

3.6 变限积分函数

12. 例 13 (2013, 数二) 设函数 f(x) =


sinx, 0 ≤ x < π

2, π ≤ x ≤ 2π

,F (x) =
´ x

0
f(t)dt, 则

(A) x = π ��� F (x) ������

(B) x = π ��� F (x) ������

(C) F (x) � x = π �������

(D) F (x) � x = π ���

Solution.【详解】

13. 例 14 (2016, 数二) 已知函数 f(x) 在 [0, 3π] 上连续, 在 (0, 3π) 内是函数的一个原函数,

且 f(0) = 0.

(i) 求 f(x) 在区间 [0, 3π
2
] 上的平均值;

(ii) 证明 f(x) 在区间 [0, 3π
2
] 内存在唯一零点.

Solution.【详解】

3.7 定积分应用求面积

14. 例 15 (2019, 数一、数二、数三) 求曲线 y = e−x sinx(x ≥ 0) 与 x 轴之间图形的面积.

Solution.【详解】
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3.8 定积分应用求体积 第三章 一元函数积分学

3.8 定积分应用求体积

15. 例 16 (2003, 数一) 过原点作曲线 y = lnx 的切线, 该切线与曲线 y = lnx 及 x 轴围成

平面图形 D.

(i) 求 D 的面积 A;

(ii) 求 D 绕直线 x = e 旋转一周所得旋转体的体积 V .

Solution.【详解】

16. 例 17 (2014, 数二) 已知函数 f(x, y) 满足 ∂f
∂y

= 2(y+1), 且 f(y, y) = (y+1)2−(2−y) ln y,

求曲线 f(x, y) = 0 所围图形绕直线 y = −1 旋转所成旋转体的体积.

Solution.【详解】

3.9 定积分应用求弧长

17. 例 18 求心形线 r = a(1 + cos θ)(a > 0) 的全长.

Solution.【详解】

3.10 定积分应用求侧面积

18. 例 19 (2016, 数二) 设 D 是由曲线 y =
√
1− x2(0 ≤ x ≤ 1) 与 x = cos3 t 围成的平面区

域, 求 D 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积和表面积.

Solution.【详解】

3.11 一定积分物理应用

19. 例 20 (2020, 数二) 设边长为 2a 等腰直角三角形平板铅直地沉没在水中, 且斜边与水面

相齐, 设重力加速度为 g, 水密度为 ρ, 则该平板一侧所受的水压力为

Solution.【详解】
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3.12 二证明含有积分的等式或不等式 第三章 一元函数积分学

3.12 二证明含有积分的等式或不等式

20. 例 21 (2000, 数二) 设函数 S(x) =
´ x
0
| cos t|dt.

(i) 当 n 为正整数, 且 nπ ≤ x < (n+ 1)π 时, 证明 2n ≤ S(x) < 2(n+ 1);

(ii) 求 limx→+∞
S(x)
x

Solution.【详解】

21. 例 22 (2014, 数二、数三) 设函数 f(x), g(x) 在区间 [a, b] 上连续, 且 f(x) 单调增加,0 ≤

g(x) ≤ 1. 证明:

(i) 0 ≤
´ x
a
g(t)dt ≤ x− a, x ∈ [a, b];

(ii)
´ a+´ ba g(t)dt

a
f(x)dx ≤

´ b
a
f(x)g(x)dx.

Solution.【详解】
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第四章 常微分方程

1. 例 1 (1998, 数一、数二) 已知函数 y = y(x) 在任意点 x 处的增量 ∆y = y∆x
1+x2 + α, 其中

α 是 ∆x 的高阶无穷小,y(0) = π, 则 y(1) 等于

(A) 2π (B) π (C) e
π
4 (D) πe

π
4

Solution.【详解】

2. 例 2 (2002, 数二) 已知函数 f(x) 在 (0,+∞) 内可导,f(x) > 0,limx→+∞ f(x) = 1, 且满足

lim
h→0

(
f(x+ hx)

f(x)

) 1
h

= e
1
x

求 f(x)。

Solution.【详解】

4.1 一阶微分方程的解法

Remark (类型一可分离变量).

3. 例 3 (1999, 数二) 求初值问题
(y +

√
x2 + y2)dx− xdy = 0 (x > 0)

y|x=1 = 0

Solution.【详解】
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4.1 一阶微分方程的解法 第四章 常微分方程

Remark (类型二一阶齐次).

4. 例 4 (2010, 数二、数三) 设 y1, y2 是一阶线性非齐次微分方程 y′ + p(x)y = q(x) 的两个

特解。若常数 λ, µ 使 λy1 + µy2 是该方程的解,λy1 − µy2 是该方程对应的齐次方程的解,

则

(A) λ =
1

2
, µ =

1

2
(C) λ =

2

3
, µ =

1

3

Solution.【详解】

Remark (类型三一阶线性).

5. 例 5 (2018, 数一) 已知微分方程 y′ + y = f(x), 其中 f(x) 是 R 上的连续函数。

(i) 若 f(x) = x, 求方程的通解；

(ii) 若 f(x) 是周期为 T 的函数, 证明：方程存在唯一的以 T 为周期的解。

Solution.【详解】

Remark (类型四伯努利方程 (数一掌握)).

6. 例 6 求解微分方程 y′ = y
x
+
»

y2

x2 − 1。

Solution.【详解】

Remark (类型五全微分方程 (数一掌握)).

7. 例 7 求解下列微分方程：

(1) (2xey + 3x2 − 1)dx+ (x2ey − 2y)dy = 0;

(2)
2x

y3
dx+

y2 − 3x2

y4
dy = 0.

Solution.【详解】
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4.2 二阶常系数线性微分方程 第四章 常微分方程

4.2 二阶常系数线性微分方程

8. 例 8 (2017, 数二) 微分方程 y′′ − 4y′ + 8y = e2x(1 + cos 2x) 的特解可设为 y∗ =

(A) Ae2x + e2x(B cos 2x+ C sin 2x)

(B) Axe2x + e2x(B cos 2x+ C sin 2x)

(C) Ae2x + xe2x(B cos 2x+ C sin 2x)

(D) Axe2x + xe2x(B cos 2x+ C sin 2x)

Solution.【详解】

9. 例 9 (2015, 数一) 设 y = 1
2
e2x+(x− 1

3
)ex 是二阶常系数非齐次线性微分方程 y′′+ay′+by =

cex 的一个特解, 则

(A) a = −3, b = 2, c = −1

(B) a = 3, b = 2, c = −1

(C) a = −3, b = 2, c = 1

(D) a = 3, b = 2, c = 1

Solution.【详解】

10. 例 10 (2016, 数二) 已知 y1(x) = ex,y2(x) = u(x)ex 是二阶微分方程 (2x − 1)y′′ − (2x +

1)y′ + 2y = 0 的两个解。若 u(−1) = e,u(0) = −1, 求 u(x), 并写出该微分方程的通解。

Solution.【详解】

11. 例 11 (2016, 数一) 设函数 y(x) 满足方程 y′′ + 2y′ + ky = 0, 其中 0 < k < 1。

(i) 证明反常积分
´ +∞
0

y(x)dx 收敛；

(ii) 若 y(0) = 1,y′(0) = 1, 求
´ +∞
0

y(x)dx 的值。

Solution.【详解】

4.3 高阶常系数线性齐次微分方程

12. 例 12 求解微分方程 y(4) − 3y′′ − 4y = 0。

Solution.【详解】
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4.4 二阶可降阶微分方程 第四章 常微分方程

4.4 二阶可降阶微分方程

Remark (方法数一、数二掌握数三大纲不要求).

13. 例 13 求微分方程 y′′(x+ y′2) = y′ 满足初始条件 y(1) = y′(1) = 1 的特解。

Solution.【详解】

4.5 欧拉方程

Remark (方法数一掌握数二、数三大纲不要求).

14. 例 14 求解微分方程 x2y′′ + xy′ + y = 2 sin ln x。

Solution.【详解】

4.6 变量代换求解二阶变系数线性微分方程

17. 例 17 (2005, 数二) 用变量代换 x = cos t(0 < t < π) 化简微分方程 (1−x2)y′′−xy′+y = 0,

并求其满足 y|x=0 = 1,y′|x=0 = 2 的特解。

Solution.【详解】

4.7 微分方程综合题

Remark (类型一综合导数应用).

18. 例 18 (2001, 数二) 设 L 是一条平面曲线, 其上任意一点 P (x, y)(x > 0) 到坐标原点的距

离, 恒等于该点处的切线在 y 轴上的截距, 且 L 经过点 (1
2
, 0)。求曲线 L 的方程。

Solution.【详解】
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4.7 微分方程综合题 第四章 常微分方程

Remark (类型二综合定积分应用).

19. 例 19 (2009, 数三) 设曲线 y = f(x), 其中 f(x) 是可导函数, 且 f(x) > 0。已知曲线

y = f(x) 与直线 y = 0,x = 1 及 x = t(t > 1) 所围成的曲边梯形绕 x 轴旋转一周所得的

立体体积值是该曲边梯形面积值的 πt 倍, 求该曲线的方程。

Solution.【详解】

Remark (类型三综合变限积分).

20. 例 20 (2016, 数三) 设函数 f(x) 连续, 且满足
´ x
0
f(x− t)dt =

´ x
0
(x− t)f(t)dt+ e−x − 1,

求 f(x)。

Solution.【详解】

Remark (类型四综合多元复合函数).

21. 例 21 (2014, 数一、数二、数三) 设函数 f(u) 具有二阶连续导数,z = f(ex cos y) 满足

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= (4z + ex cos y)e2x

若 f(0) = 0,f ′(0) = 0, 求 f(u) 的表达式。

Solution.【详解】

Remark (类型五综合重积分).

22. 例 22 (2011, 数三) 设函数 f(x) 在区间 [0, 1] 上具有连续导数,f(0) = 1, 且满足

¨
Dt

f ′(x+ y)dxdy =

¨
Dt

f(t)dxdy

其中 Dt = {(x, y)|0 ≤ y ≤ t− x, 0 ≤ x ≤ t}(0 < t ≤ 1), 求 f(x) 的表达式。

Solution.【详解】
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第五章 多元函数微分学

5.1 多元函数的概念

1. 例 1 求下列重极限:

(1) lim
x→0
y→0

xαyβ

x2 + y2
(α ≥ 0, β ≥ 0);

(2) lim
x→0
y→0

xy(x2 − y2)

x2 + y2
;

Solution.【详解】

2. 例 2 (2012, 数一) 如果函数 f(x, y) 在点 (0, 0) 处连续, 那么下列命题正确的是

(A) 若极限 lim
x→0
y→0

f(x, y)

|x|+ |y|
存在, 则f(x, y)在点(0, 0)处可微

(B) 若极限 lim
x→0
y→0

f(x, y)

x2 + y2
存在, 则f(x, y)在点(0, 0)处可微

(C) 若f(x, y)在点(0, 0)处可微, 则极限 lim
x→0
y→0

f(x, y)

|x|+ |y|
存在

(D) 若f(x, y)在点(0, 0)处可微, 则极限 lim
x→0
y→0

f(x, y)

x2 + y2
存在

Solution.【详解】

3. 例 3 (2012, 数三) 设连续函数 z = f(x, y) 满足

lim
x→0
y→1

f(x, y)− 2x+ y − 2√
x2 + (y − 1)2

= 0

则 dz|(0,1) =

Solution.【详解】
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5.2 多元复合函数求偏导数与全微分 第五章 多元函数微分学

5.2 多元复合函数求偏导数与全微分

4. 例 4 (2021, 数一、数二、数三) 设函数 f(x, y) 可微, 且

f(x+ 1, ex) = x(x+ 1)2,

f(x, x2) = 2x2 lnx

则 df(1, 1) =

(A) dx+ dy (B) dx− dy (C) dy

Solution.【详解】

5. 例 5 (2011, 数一、数二) 设 z = f(xy, yg(x)), 其中函数 f 具有二阶连续偏导数, 函数

g(x) 可导, 且在 x = 1 处取得极值 g(1) = 1, 求 ∂2z
∂x∂y

∣∣∣
x=1,y=1

。

Solution.【详解】

5.3 多元隐函数求偏导数与全微分

6. 例 6 (2005, 数一) 设有三元方程 xy − z ln y + exz = 1, 根据隐函数存在定理, 存在点

(0, 1, 1) 的一个邻域, 在此邻域内该方程

(A) 只能确定一个具有连续偏导数的隐函数z = z(x, y)

(B) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数x = x(y, z)和z = z(x, y)

(C) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数y = y(x, z)和z = z(x, y)

(D) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数x = x(y, z)和y = y(x, z)

Solution.【详解】

7. 例 7 (1999, 数一) 设 y = y(x), z = z(x) 是由方程 z = xf(x + y) 和 F (x, y, z) = 0 所确

定的函数, 其中 f 和 F 分别具有一阶连续导数和一阶连续偏导数, 求 dz
dx

。

Solution.【详解】
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5.4 变量代换化简偏微分方程 第五章 多元函数微分学

5.4 变量代换化简偏微分方程

8. 例 8 (2010, 数二) 设函数 u = f(x, y) 具有二阶连续偏导数, 且满足等式

4
∂2u

∂x2
+ 12

∂2u

∂x∂y
+ 5

∂2u

∂y2
= 0

确定 a, b 的值, 使等式在变换 ξ = x+ ay, η = x+ by 下简化为 ∂2u
∂ξ∂η

= 0。

Solution.【详解】

5.5 求无条件极值

9. 例 9 (2003, 数一) 已知函数 f(x, y) 在点 (0, 0) 的某个邻域内连续, 且

lim
x→0
y→0

f(x, y)− xy

(x2 + y2)2
= 1

则

(A) 点(0, 0)不是f(x, y)的极值点

(B) 点(0, 0)是f(x, y)的极大值点

(C) 点(0, 0)是f(x, y)的极小值点

(D) 根据所给条件无法判别点(0, 0)是否为f(x, y)的极值点

Solution.【详解】

10. 例 10 (2004, 数一) 设 z = z(x, y) 是由 x2 − 6xy + 10y2 − 2yz − z2 + 18 = 0 确定的函数,

求 z = z(x, y) 的极值点和极值。

Solution.【详解】
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5.6 求条件极值 (边界最值) 第五章 多元函数微分学

5.6 求条件极值 (边界最值)

11. 例 11 (2006, 数一、数二、数三) 设 f(x, y) 与 φ(x, y) 均为可微函数, 且 φ′
y(x, y) ̸= 0。已

知 (x0, y0) 是 f(x, y) 在约束条件 φ(x, y) = 0 下的一个极值点, 下列选项正确的是

(A) 若f ′
x(x0, y0) = 0, 则f ′

y(x0, y0) = 0

(B) 若f ′
x(x0, y0) = 0, 则f ′

y(x0, y0) ̸= 0

(C) 若f ′
x(x0, y0) ̸= 0, 则f ′

y(x0, y0) = 0

(D) 若f ′
x(x0, y0) ̸= 0, 则f ′

y(x0, y0) ̸= 0

Solution.【详解】

12. 例 12 (2013, 数二) 求曲线 x3 − xy + y3 = 1(x ≥ 0, y ≥ 0) 上的点到坐标原点的最长距离

与最短距离。

Solution.【详解】

13. 例 13 (2014, 数二) 设函数 u(x, y) 在有界闭区域 D 上连续, 在 D 的内部具有二阶连续

偏导数, 且满足 ∂2u
∂x∂y

̸= 0 及 ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

= 0, 则

(A) u(x, y)的最大值和最小值都在D的边界上取得

(B) u(x, y)的最大值和最小值都在D的内部取得

(C) u(x, y)的最大值在D的内部取得, 最小值在D的边界上取得

(D) u(x, y)的最小值在D的内部取得, 最大值在D的边界上取得

Solution.【详解】

14. 例 14 (2005, 数二) 已知函数 z = f(x, y) 的全微分 dz = 2xdx− 2ydy, 且 f(1, 1) = 2, 求

f(x, y) 在椭圆域 D = {(x, y)|x2 + y2

4
≤ 1} 上的最大值和最小值。

Solution.【详解】
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第六章 二重积分

6.1 二重积分的概念

1. 例 1 (2010, 数一、数二)

lim
n→∞

n∑
i=1

n∑
j=1

n

(n+ i)(n2 + j2)
=

(A)

ˆ 1

0

dx

ˆ x

0

1

(1 + x)(1 + y2)
dy (B)

ˆ 1

0

dx

ˆ x

0

1

(1 + x)(1 + y)
dy

(C)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

1

(1 + x)(1 + y)
dy (D)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

1

(1 + x)(1 + y2)
dy

Solution.【详解】

2. 例 2 (2016, 数三) 设 Ji =
˜

Di

3
√
x− ydxdy(i = 1, 2, 3), 其中

D1 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1},

D2 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√
x},

D3 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 1},

则

(A) J1 < J2 < J3 (B) J3 < J1 < J2

(C) J2 < J3 < J1 (D) J2 < J1 < J3

Solution.【详解】
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6.2 交换积分次序 第六章 二重积分

6.2 交换积分次序

3. 例 3 (2001, 数一) 交换二次积分的积分次序:
ˆ 0

−1

dy

ˆ 1−y

2

f(x, y)dx =

Solution.【详解】

4. 例 5 交换 I =
´ π

2

−π
4
dθ
´ a cos θ
0

f(r, θ)dr 的积分次序。

Solution.【详解】

6.3 二重积分的计算

6. 例 6 (2011, 数一、数二) 已知函数 f(x, y) 具有二阶连续偏导数, 且 f(1, y) = 0,f(x, 1) =

0,
˜

D
f(x, y)dxdy = a, 其中 D = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, 计算二重积分

I =

¨
D

xyf ′′
xy(x, y)dxdy.

Solution.【详解】

7. 例 7 计算
˜

D

√
|y − x2|dxdy, 其中 D = {(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}。

Solution.【详解】

8. 例 8 (2018, 数二) 设平面区域 D 由曲线


x = t− sin t

y = 1− cos t
(0 ≤ t ≤ 2π) 与 x 轴围成, 计

算二重积分
˜

D
(x+ 2y)dxdy。

Solution.【详解】

9. 例 9 (2007, 数二、数三) 设二元函数

f(x, y) =


x2, |x|+ |y| ≤ 1

1√
x2+y2

, 1 < |x|+ |y| ≤ 2

计算二重积分
˜

D
f(x, y)dxdy, 其中 D = {(x, y)||x|+ |y| ≤ 2}。
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6.4 其他题型 第六章 二重积分

Solution.【详解】

10. 例 10 (2014, 数二、数三) 设平面区域 D = {(x, y)|1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0}, 计算

¨
D

x sin(π
√

x2 + y2)

x+ y
dxdy.

Solution.【详解】

11. 例 11 (2019, 数二) 已知平面区域 D = {(x, y)||x| ≤ y, (x2 + y2)3 ≤ y4}, 计算二重积分

¨
D

x+ y√
x2 + y2

dxdy.

Solution.【详解】

6.4 其他题型

13. 例 12 (2010, 数二) 计算二重积分 I =
˜

D
r2 sin θ

√
1− r2 cos 2θdrdθ, 其中 (题目描述不

完整)

Solution.【详解】

14. 例 13 (2009, 数二、数三) 计算二重积分
˜

D
(x− y)dxdy, 其中

D = {(x, y)|(x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 2, y ≥ x}.

Solution.【详解】
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第七章 无穷级数

7.1 数项级数敛散性的判定

1. 例 1 (2015, 数三) 下列级数中发散的是

(A)
∞∑
n=1

n

3n
(C)

∞∑
n=2

(−1)n + 1

lnn
(D)

∞∑
n=1

n!

nn

Solution.【详解】

2. 例 2 (2017, 数三) 若级数
∑∞

n=1

[
sin 1

n
− k ln

(
1− 1

n

)]
收敛, 则 k =

(A) 1 (B) 2 (C) − 1 (D) − 2

Solution.【详解】

7.2 交错级数

3. 例 3 判定下列级数的敛散性:

(1)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n− lnn
(2)

∞∑
n=2

(−1)n√
n+ (−1)n

.

Solution.【详解】

7.3 任意项级数

4. 例 4 (2002, 数一) 设 un ̸= 0(n = 1, 2, 3, · · · ), 且 limn→∞
n
un

= 1, 则级数
∑∞

n=1(−1)n+1
(

1
un

+ 1
un+1

)
(A) �� (B) ���� (C) ���� (D) �������������
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7.4 幂级数求收敛半径与收敛域 第七章 无穷级数

Solution.【详解】

5. 例 5 (2019, 数三) 若
∑∞

n=1
vn
n

条件收敛, 则

(A)
∞∑
n=1

unvn条件收敛 (B)
∞∑
n=1

unvn绝对收敛

(C)
∞∑
n=1

(un + vn)收敛 (D)
∞∑
n=1

(un + vn)发散

Solution.【详解】

7.4 幂级数求收敛半径与收敛域

6. 例 6 (2015, 数一) 若级数
∑∞

n=1 an 条件收敛, 则 x =
√
3 与 x = 3 依次为幂级数∑∞

n=1 nan(x− 1)n 的

(A) ���, ��� (B) ���, ���

(C) ���, ��� (D) ���, ���

Solution.【详解】

7. 例 7 求幂级数
∑∞

n=1
3n

2n+1
xn 的收敛域.

Solution.【详解】

7.5 幂级数求和

8. 例 8 (2005, 数一) 求幂级数
∑∞

n=1(−1)n−1
[
1 + 1

n(2n−1)

]
x2n 的收敛区间与和函数 f(x).

Solution.【详解】

9. 例 9 (2012, 数一) 求幂级数
∑∞

n=0
4n2+4n+3

2n+1
x2n 的收敛域及和函数.

Solution.【详解】

10. 例 10 (2004, 数三) 设级数 x4

2·4 +
x6

2·4·6 +
x8

2·4·6·8 + · · · (−∞ < x < +∞) 的和函数为 S(x)。

求:
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7.6 幂级数展开 第七章 无穷级数

(i) S(x) 所满足的一阶微分方程;

(ii) S(x) 的表达式.

Solution.【详解】

7.6 幂级数展开

11. 例 11 (2007, 数三) 将函数 f(x) = 1
x2−3x−4

展开成 x− 1 的幂级数, 并指出其收敛区间.

Solution.【详解】

12. 例 12 将函数 f(x) = ln x
x+1

在 x = 1 处展开成幂级数.

Solution.【详解】

7.7 无穷级数证明题

13. 例 13 (2016, 数一) 已知函数 f(x) 可导, 且 f(0) = 1,0 < f ′(x) < 1
2
。设数列 {xn} 满足

xn+1 = f(xn)(n = 1, 2, · · · )。证明:

(i) 级数
∑∞

n=1(xn+1 − xn) 绝对收敛;

(ii) limn→∞ xn 存在, 且 0 < limn→∞ xn < 2.

Solution.【详解】

14. 例 14 (2014, 数一) 设数列 {an},{bn} 满足 0 < an < π
2
,0 < bn < π

2
,cos an − an = cos bn,

且级数
∑∞

n=1 bn 收敛。

(i) 证明 limn→∞ an = 0;

(ii) 证明级数
∑∞

n=1
an
bn

收敛.

Solution.【详解】
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7.8 傅里叶级数 第七章 无穷级数

7.8 傅里叶级数

15. 例 15 设函数

f(x) =


ex, −π ≤ x < 0

1, 0 ≤ x < π

则其以 2π 为周期的傅里叶级数在 x = π 收敛于?, 在 x = 2π 收敛于?.

Solution.【详解】由狄利克雷收敛定理知,f(x) 以 2π 为周期的傅里叶级数在 x = π 收

敛于

S(π) =
f(π − 0) + f(−π + 0)

2
=

1 + e−π

2

在 x = 2π 收敛于

S(2π) = S(0) =
f(0− 0) + f(0 + 0)

2
=

1 + 1

2
= 1

16. 例 16 将 f(x) = 1− x2, 0 ≤ x ≤ π, 展开成余弦级数, 并求级数
∑∞

n=1
(−1)n−1

n2 的和.

Solution.【详解】对 f(x) = 1− x2 进行偶延拓, 由 f(x) = 1− x2 为偶函数, 知 bn = 0。

a0 =
2

π

ˆ π

0

(1− x2)dx = 2

(
1− π2

3

)
an =

2

π

ˆ π

0

(1− x2) cosnxdx =
4(−1)n+1

n2
(n = 1, 2, · · · )

f(x) = 1− x2 =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx = 1− π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n+1

n2
cosnx

令 x = 0, 代入上式, 得

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=

π2

12
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第八章 多元函数积分学

8.1 三重积分的计算

1. 例 1 (2013, 数一) 设直线 L 过 A(1, 0, 0),B(0, 1, 1) 两点, 将 L 绕 z 轴旋转一周得到曲面

Σ,Σ 与平面 z = 0,z = 2 所围成的立体为 Ω.

(I) 求曲面 Σ 的方程;

(II) 求 Ω 的形心坐标.

Solution.【详解】

2. 例 2 (2019, 数一) 设 Ω 是由锥面 x2 + (y − z)2 = (1− z)2(0 ≤ z ≤ 1) 与平面 z = 0 围成

的锥体，求 Ω 的形心坐标.

Solution.【详解】

8.2 第一类曲线积分的计算

3. 例 3 (2018, 数一) 设 L 为球面 x2+y2+z2 = 1 与平面 x+y+z = 0 的交线，则
¸
L
xyds =

Solution.【详解】

4. 例 4 设连续函数 f(x, y) 满足 f(x, y) = (x + 3y)2 +
´
L
f(x, y)ds，其中 L 为曲线 y =

√
1− x2，求曲线积分

´
L
f(x, y)ds.

Solution.【详解】
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8.3 第二类曲线积分的计算 第八章 多元函数积分学

8.3 第二类曲线积分的计算

Remark (类型一平面第二类曲线积分).

5. 例 5 (2021, 数一) 设 D ⊂ R2 是有界单连通闭区域，I(D) =
˜

D
(4− x2 − y2)dxdy 取得

最大值的积分域记为 D1.

(I) 求 I(D1) 的值;

(II) 计算
¸
∂D1

(xex
2+4y2+y)dx+(4yex

2+4y2−x)dy
x2+4y2

，其中 ∂D1 是 D1 的正向边界.

Solution.【详解】

Remark (类型二空间第二类曲线积分).

6. 例 6 (2011, 数一) 设 L 是柱面 x2 + y2 = 1 与平面 z = x + y 的交线，从 z 轴正向往 z

轴负向看去为逆时针方向，则曲线积分
¸
L
xzdx+ xdy + y2

2
dz =

Solution.【详解】

8.4 第一类曲面积分的计算

Remark (方法).

7. 例 7 (2010, 数一) 设 P 为椭球面 S : x2 + y2 + z2 − yz = 1 上的动点，若 S 在点 P 的切

平面与 xOy 面垂直，求 P 点的轨迹 C，并计算曲面积分

I =

¨
Σ

(x+
√
3)|y − 2z|√

4 + y2 + z2 − 4yz
dS,

其中 Σ 是椭球面 S 位于曲线 C 上方的部分.

Solution.【详解】

8.5 第二类曲面积分的计算
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8.5 第二类曲面积分的计算 第八章 多元函数积分学

Remark (方法).

8. 例 8 (2009, 数一) 计算曲面积分

I =

˛
Σ

xdydz + ydzdx+ zdxdy

(x2 + y2 + z2)
3
2

,

其中 Σ 是曲面 2x2 + 2y2 + z2 = 4 的外侧.

Solution.【详解】

9. 例 9 计算

¨
Σ

axdydz + (z + a)2dxdy

(x2 + y2 + z2)2
,

其中 Σ 为下半球面 z = −
√
a2 − x2 − y2 的上侧，a 为大于零的常数.

Solution.【详解】

10. 例 10 (2020, 数一) 设 Σ 为曲面 z =
√
x2 + y2(1 ≤ x2 + y2 ≤ 4) 的下侧，f(x) 为连续函

数，计算

I =

¨
Σ

[xf(xy) + 2x− y]dydz + [yf(xy) + 2y + x]dzdx+ [zf(xy) + z]dxdy.

Solution.【详解】
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第九章 行列式

行列式的主要内容



行列式的概念

定义 n!项不同行不同列元素乘积的代数和

性质

重要行列式



上 (或下) 三角, 主对角矩阵

副对角行列式

ab 型行列式

拉普拉斯展开式

范德蒙行列式

展开定理



ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . .+ ainAjn =

|A| , i = j

0, i = j

a1iA1j + a2iA2j + . . .+ aniAnj =

|A| , i = j

0, i = j

行列式的公式



|KA| = Kn |A|

|AB| = |A| |B|∣∣AT
∣∣ = |A|

|A−1| = |A|−1

|A∗| = |A|n−1

设 A 的特征值为λ1, λ2, . . . , λn, 则 |A| =
∏n

i=1 λi

若 A 与 B 相似, 则 |A| = |B|

Cramer 法则 x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, . . . , xn

Dn

D

38



第九章 行列式

拉普拉斯展开式 (上, 下三角分块行列式的结论)

D =

∣∣∣∣∣∣A C

0 D

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣A 0

C D

∣∣∣∣∣∣ = det (A) det (D)

对于一般分块矩阵

A =

B C

D E


若 B 可逆, 则有如下结论

det(A) = det(B) · det(E −DB−1C)
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9.1 数字行列式的计算 第九章 行列式

9.1 数字行列式的计算

Remark. 基本方法

(1) 利用行列式的性质 (5 条) 来化简

(2) 要么出现重要行列式 (5 组)

(3) 要么展开定理 (0 比较多的时候)

1. 设

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 2 x− 1 x− 2 x− 3

2x− 2 2x− 1 2x− 2 2x− 3

3x− 3 3x− 2 4x− 5 3x− 5

4x 4x− 3 5x− 7 4x− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
则方程 f(x) = 0 根的个数为 ____

Solution. 第一列乘 −1 加到其他列

f(x)
第一列乘-1 加到其他列上面去
==================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 2 1 0 −1

2x− 2 1 0 −1

3x− 3 1 x− 2 −2

4x 4− 3 x− 7 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第二列加到第四列
===========

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 2 1 0 0

2x− 2 1 0 0

3x− 3 1 x− 2 −1

4x −3 x− 7 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
拉普拉斯型
========

∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 1

2x− 2 1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 −1

x− 7 −6

∣∣∣∣∣∣∣
= [(x− 2)− (2x− 2)][−6(x− 2) + (x− 7)] = 15x(x− 1)

则 x = 0 或 x = 1
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9.1 数字行列式的计算 第九章 行列式

2. 利用范德蒙行列式计算

范德蒙行列式V (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xn−1

1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2

... ... ... . . . ...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a2 bc

b b2 ac

c c2 ab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ____

Solution.

原式
第一列乘以 (a+b+c) 加到第三列
====================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a2 a2 + ac+ ab+ bc

b b2 a2 + ac+ ab+ bc

c c2 a2 + ac+ ab+ bc

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第二列乘-1 加到最后一列, 提取公因式, 并交换
=========================== (ab+ ac+ bc)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ac+ bc+ ab)(b− a)(c− a)(c− b)
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9.1 数字行列式的计算 第九章 行列式

3. 设 x1x2x3x4 ̸= 0 , 则

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + a21 a1a2 a1a3 a1a4

a2a1 x2 + a22 a2a3 a2a4

a3a1 a3a2 x3 + a23 a3a4

a4a1 a4a2 a4a3 x4 + a24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ____.

Solution. 考虑加边法, 为该行列式增加一行一列, 变成如下行列式

原行列式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0

a1 x1 + a21 a1a2 a1a3 a1a4

a2 a2a1 x2 + a22 a2a3 a2a4

a3 a3a1 a3a2 x3 + a23 a3a4

a4 a4a1 a4a2 a4a3 x4 + a24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

将第一行分别乘以−a1,−a2...,分别加到第2,3,...列
============================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −a1 −a2 −a3 −a4

a1 x1 0 0 0

a2 0 x2 0 0

a3 0 0 x3 0

a4 0 0 0 x4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

从下往上消, 分别乘以 ai
xi

,加到第一行
=====================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∑4

i=1
a2i
xi

0 0 0 0

a1 x1 0 0 0

a2 0 x2 0 0

a3 0 0 x3 0

a4 0 0 0 x4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x1x2x3x4)(1 +

4∑
i=1

a2i
xi

)
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9.1 数字行列式的计算 第九章 行列式

爪型行列式

关键点在于化简掉一条爪子 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 0 · · · 0

a31 0 a33 · · · 0

... ... ... . . . ...

an1 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4. 计算三对角线行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β α 0 · · · 0 0

β α + β α · · · 0 0

0 β α + β · · · 0 0

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 · · · α + β α

0 0 0 · · · β α + β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Solution.

(方法一) 递推法

D1 = α + β

D2 = α2 + αβ + β2

. . .

Dn = (α + β)Dn−1 − αβDn−2

Dn − αDn−1 = β(Dn−1 − αDn−2)

= β2(Dn−2 − αDn−3)

. . .

= βn−1(D2 −D1) = βn

Dn = βn + αDn−1 = βn + α(βn−1 + αDn−2)

. . .

= βn + αβn−1 + . . .+ αn
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9.1 数字行列式的计算 第九章 行列式

(方法二) 数学归纳法

if α = β,D1 = 2α,D2 = 3α2, assume,Dn−1 = nαn−1

thenDn = Dn = (α + β)Dn−1 − αβDn−2 = (n+ 1)αn

when α ̸= β,D1 =
α2 − β2

α− β
,D2 =

α3 − β3

α− β
,

Assume,Dn−1 =
αn − βn

α− β
, then,

Dn = . . . =
αn+1 − βn+1

α− β

(方法三) 二阶差分方程

Dn − (α + β)Dn−1 + αβDn−2 = 0

Dn+2 − (α + β)Dn+1 + αβDn = 0

类似于二阶微分方程解特征方程

r2 − (α + β)r + αβ = 0

r1 = α r2 = β

差分方程的关键rn代换erx

如果 α = β

Dn = (C1 + C2n)α
n, D1 = 2α,D2 = 3α2

得到C1 = C2 = 1, �Dn = (n+ 1)αn

如果 α ̸= β

Dn = C1α
n + C2β

n,由D1 = 2α,D2 = 3α2

C1 =
α

α− β
,C2 =

−β

α− β

Dn =
αn+1 − βn+1

α− β
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9.2 代数余子式求和 第九章 行列式

Corollary 9.1.1. 如下行列式有和例题 4 完全相等的性质

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β αβ 0 · · · 0 0

1 α + β αβ · · · 0 0

0 1 α + β · · · 0 0

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 · · · α + β αβ

0 0 0 · · · 1 α + β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Dn =

(n+ 1)αn, α = β

αn+1−βn+1

α−β
, α ̸= β

.

9.2 代数余子式求和

Remark. 代数余子式求和的基本办法

(1) 代数余子式的定义 (求一个的时候使用)

(2) 展开定理 (求一行或者一列的时候使用)

(3) 利用伴随矩阵的定义 (求全部代数余子式的时候使用)

5. 已知

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5

2 2 2 1 1

3 1 2 4 5

1 1 1 2 2

4 3 1 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27

则 A41 + A42 + A43 = , A44 + A45 =

Solution.
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9.2 代数余子式求和 第九章 行列式

(方法一) 利用展开定理构建新的矩阵来计算

A41 + A42 + A43 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5

2 2 2 1 1

3 1 2 4 5

1 1 1 0 0

4 3 1 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A44 + A45 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5

2 2 2 1 1

3 1 2 4 5

0 0 0 1 1

4 3 1 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
但这样 |A| = 27 的条件就没用到

(方法二)

直接对第四行使用展开定理, 则

|A| = A41 + A42 + A43 + 2A44 + 2A45 = 27

直接对第二行使用展开定理, 则

|A| = 2A41 + 2A42 + 2A43 + A44 + A45 = 0

相当于解 A+2B = 27, 2A+B = 0, 容易计算 A41 +A42 +A43 = −9, A44 +A45 = 18

6. 设

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0

... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · n− 1

n 0 0 · · · 0


则 |A| 的所有代数余子式的和为
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9.3 抽象行列式的计算 第九章 行列式

Solution. 对于求所有代数余子, 基本都是考察 A∗ 的定义, 即

A∗ =


C11 C21 · · · Cn1

C12 C22 · · · Cn2

... ... . . . ...

C1n C2n · · · Cnn


,

又由于 A∗ = |A|A−1, 对于这道题

|A| = (−1)(n+1)n!

A−1 可以通过分块矩阵来求

|A|A−1 = |A|



0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0

... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · n− 1

n 0 0 · · · 0



−1

= |A|

 0 1
n

diag(1, 1
2
, . . . , 1

n−1
) 0


=

 0 1
n
|A|

diag(|A|, |A|
2
, . . . , |A|

n−1
) 0


则所有代数余子式之和为

(−1)(n+1)n!
n∑

i=1

1

i

9.3 抽象行列式的计算

Remark. 抽象行列式的计算方法

(1) 通过行列式的性质

(2) 行列式的公式 (7 个)

7. (2005, 数一、二) 设 α1, α2, α3 均为 3 维列向量, A = (α1, α2, α3), B = (α1+α2+α3, α1+

2α2 + 4α3, α1 + 3α2 + 9α3). 若 |A| = 1, 则 |B| =
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9.3 抽象行列式的计算 第九章 行列式

Solution.

(方法一利用性质)

B = (α1 + α2 + α3, α1 + 2α2 + 4α3, α1 + 3α2 + 9α3)

= (α1 + α2 + α3, α2 + 3α3, α2 + 5α3)

= 2(α1 + α2 + α3, α2 + 3α3, α3)

= 2(α1, α2, α3)

|B| = 2 |A| = 2

(方法二分块矩阵)

B = (α1, α2, α3)


1 1 1

1 2 3

1 3 9



|B| = |A|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 3

1 3 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|(2− 1)(3− 1)(3− 2) = 2

8. 设 A 为 n 阶矩阵, α, β 为 n 维列向量. 若 |A| = a,

∣∣∣∣∣∣∣
A α

βT b

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, 则

∣∣∣∣∣∣∣
A α

βT c

∣∣∣∣∣∣∣ =

Solution. 这道题的关键在于巧妙构建行列式的和∣∣∣∣∣∣∣
A α

βT c

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

A α + 0

βT b+ c− b

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
A α

βT b

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

A 0

βT c− b

∣∣∣∣∣∣∣
= |A| (c− b) = a(c− b)
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9.3 抽象行列式的计算 第九章 行列式

9. 设 A 为 2 阶矩阵, B = 2

 (2A)−1 − (2A)∗ 0

0 A

若 |A| = −1, 则 |B| =

Solution. 这道题比较纯粹就是行列式公式的应用

|B| = 24 |A| ·
∣∣(2A)−1 − (2A)∗

∣∣
= 24 |A| ·

∣∣∣∣12A−1 − 2A∗
∣∣∣∣

= 24
∣∣∣∣12E − 2|A|

∣∣∣∣ = 100

10. 设 n 阶矩阵 A 满足 A2 = A, A ̸= E, 证明 |A| = 0

易错点

由 |A|2 = |A| =⇒ |A| = 1或 = 0, 又 A ̸= E =⇒ |A| ̸= 1, 故 |A| = 0 注意矩阵不

等关系是无法推出行列式的不等关系的, 矩阵式数表只要顺序不同就不一样, 但不

一样的矩阵其行列式完全有可能相等.

等于 1 的矩阵并非只能是 E

Solution.

(方法一, 反证法) 若 |A| ̸= 0, 则 A 可逆, 对于等式 A2 = A 两边同乘 A−1, 则 A = E 与

题设矛盾, 故 |A| ̸= 0

(方法二, 秩) 由于 A(A−E) = 0 =⇒ r(A) + r(A−E) ≤ n, 又 A ̸= E, r(A−E) ≥ 1, 故

r(A) ≤ n, 故 |A| = 0

(方法三, 方程组) 由于 A(A−E) = 0, 且 A ̸= E 可知方程 AX = 0有非零解即 (A−E)�����,

故 r(A) < n, |A| = 0

(方法四, 特征值与特征向量) 由于 A(A − E) = 0, A ̸= E, 取 A − E 的非零列向量 β ̸=

0, Aβ = 0 故由特征值与特征值向量的定义,A 由特征值 0, 而 |A| =
∏n

i=1 λi = 0
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9.3 抽象行列式的计算 第九章 行列式

总结

若 AB = 0 有如下结论

(1) r(A) + r(B) ≤ n

(2)B 的列向量均为方程 AX = 0 的解

(3) 若 An×n, 则 B 的非零列向量均为 A 的特征值为 0 的特征向量
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第十章 矩阵

10.1 求高次幂

Remark. 基本方法

(1) 若 r(A) = 1, 则 An = tr(A)n−1A, 关键点在于 r(A) = 1 =⇒ A = αβT

(2) 若 A 可以分解为 E + B, 且 B 是类似于如下形式 (非零元素仅在对角线的上方或下

方) 的矩阵则有如下结论.

B =


0 a b

0 0 c

0 0 0

 ,则B2 =


0 0 ac

0 0 0

0 0 0

 , B3 = 0

An = Cn
nE + C1

nB + C2
nB

2

(3) 分块矩阵

A =

 B 0

0 C

 , An =

 Bn 0

0 Cn


(4) 相似对角化

P−1AP = Λ 则 A = PΛP−1,

An = PΛnP−1 = Pdiag(λn
1 , . . . , λ

n
n)P

−1

1. 设 A=


2 −1 3

a 1 b

4 c 6

, B 为 3 阶矩阵, 满足 BA = O, 且 r(B) > 1, 则 An = ____.

Solution. 由 BA = 0 知 r(A) + r(B) ≤ n, 又 r(B) > 1, r(A) ≥ 1 所以 1 ≤ r(A) ≤
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10.2 逆的判定与计算 第十章 矩阵

1, =⇒ r(A) = 1,

A =


2 −1 3

a 1 b

4 c 6

 =


2

−1

3

(1, −1, 2
)

An = tr(A)n−1αβT = 9n−1


2 −1 3

−2 1 −3

4 −2 6



2. 设 A =


2 0 0

0 2 0

4 1 2

 则 An = .

Solution. A = 2E +B,B =


0 0 0

−3 0 0

4 1 0

, B2 =


0 0 0

0 0 0

−3 0 0

, B3 = 0, 则

An = 2nE + 2n−1nB + 2n−3n(n− 1)B2

,

3. 设 A =


−1 2 −1

−1 2 −1

−3 6 −3

 P 为 3 阶可逆矩阵,B = P−1AP , 则 (B + E)100 = ____

Solution. r(A) = 1, A2 = tr(A) · A = −2A 即 A2 + 2A = 0, (A+ E)2 = E, 由题

(B + E)100 = (P−1AP + E)100 = (P−1AP + P−1EP )100 = (P−1(A+ E)P )100 = E

10.2 逆的判定与计算

4. 设 n 阶矩阵 A 满足 A2 = 2A, 则下列结论不正确的是：

(A) A 可逆 (B) A− E 可逆 (C)A+ E 可逆 (D)A− 3E 可逆

Solution.
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10.2 逆的判定与计算 第十章 矩阵

5. 设 A,B 为 n 阶矩阵,a, b 为非零常数. 证明：

(a) 若 AB = aA+ bB, 则 AB = BA;

(b) 若 A2 + aAB = E, 则 AB = BA.

Solution.
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10.2 逆的判定与计算 第十章 矩阵

总结

(1)An×nBn×n = E =⇒


可逆

求逆, B = A−1, A = B−1

满足交换律, AB = BA

(2)AB 可交换的充分条件


B = f(A), A−1, A∗

AB = aA+ bB(a, b ̸= 0)

A2 + aAB = E, (a ̸= 0)

6. 设 A =


a 1 0

1 a −1

0 1 a

 满足 A3 = O.

(a) 求 a 的值；

(b) 若矩阵 X 满足 X −XA2 − AX + AXA2 = E, 求 X.

Solution.
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10.3 秩的计算与证明 第十章 矩阵

10.3 秩的计算与证明

Remark. 秩

秩的定义:∃r 阶子式非零且 ∀r + 1 阶子式均为零

秩的性质

(1) 设 A 为 m× n 阶矩阵, 则 r(A) < min{m,n}

(2) r(A+B) ≤ r(A) + r(B)

(3) r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}

(4) max{r(A), r(B)} ≤ r(A | B) ≤ r(A) + r(B)

(5) r(A) = r(kA)(k ̸= 0)

(6) 设 A 为 m × n 阶矩阵,P 为 m 阶可逆矩阵,Q 为 n 阶可逆矩阵, 则 r(A) = r(PA) =

r(AQ) = r(PAQ)

(7) 设 A 为 m× n 阶矩阵, 若 r(A) = n 则 r(AB) = r(B), 若 r(A) = m 则 r(CA) = r(C)

左乘列满秩, 右乘行满秩, 秩不变

(8) r(A) = r(AT ) = r(ATA) = r(AAT )

(9) 设 A 为 m× n 阶矩阵, B 为 n× s 阶矩阵,AB = 0, 则 r(A) + r(B) ≤ n

7. (2018, 数一、二、三) 设 A,B 为 n 阶矩阵,(XY ) 表示分块矩阵, 则：

(a) r(A AB) = r(A)

(b) r(A BA) = r(A)

(c) r(A B) = max{r(A), r(B)}

(d) r(A B) = r(ATBT )

Solution.
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10.3 秩的计算与证明 第十章 矩阵

8. 设 A 为 n 阶矩阵, 证明:

(1) 若 A2 = A, 则 r(A) + r(A− E) = n.

(II) 若 A2 = E, 则 r(A+ E) + r(A− E) = n.

Solution.
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10.4 关于伴随矩阵 第十章 矩阵

10.4 关于伴随矩阵

Remark. 伴随矩阵的性质

(1) AA∗ = A∗A = |A| |A|̸=0−−−→ A−1 = 1
|A|A

∗, A∗ = |A|A−1

(2) (kA)∗ = kn−1A∗

(3) (AB)∗ = B∗A∗

(4) |A∗| = |A|n−1

(5) (AT )∗ = (A∗)T

(6) (A−1)∗ = (A∗)−1 = A
|A|

(7) (A∗)∗ = |A|n−2 A

(8) r(A) =


n, r(A) = n

1, r(A) = n− 1

0, r(A) < n− 1

9. 设 n 阶矩阵 A 的各列元素之和均为 2, 且 |A| = 6, 则 A∗ 的各列元素之和均为：

(A) 2 (B) 1
3

(C) 3 (D)6

Solution.
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10.4 关于伴随矩阵 第十章 矩阵

10. 设 A = (aij) 为 n(n ≥ 3) 阶非零矩阵,Aij 为 aij 的代数余子式, 证明：

(a) aij = Aij(i, j = 1, 2, · · · , n) ⇔ A∗ = AT ⇔ AAT = E 且 |A| = 1；

(b) aij = −Aij(i, j = 1, 2, · · · , n) ⇔ A∗ = −AT ⇔ AAT = E 且 |A| = −1.

Solution.
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10.5 初等变换与初等矩阵 第十章 矩阵

10.5 初等变换与初等矩阵

Remark. 初等变换与初等矩阵的性质

(1) |E(i, j)| = −1, |E(i(k))| = k, |E(ij(k))| = 1

(2) E(i, j)T = E(i, j), E(i(k))T = E(i(k)), E(ij(k))T = E(ji(k))

(3) E(i, j)−1 = E(i, j), E(i(k))−1 = E(i( 1
k
)), E(ij(k)−1) = E(ij(−k))

(4) 初等行 (列) 变换相当于左 (乘) 对应的初等矩阵

(5) 可逆矩阵可以写成有限个初等矩阵的乘积

11. (2005, 数一、二) 设 A 为 n(n ≥ 2) 阶可逆矩阵, 交换 A 的第 1 行与第 2 行得到矩阵 B,

则：

(A) 交换 A∗ 的第 1 列与第 2 列, 得 B∗

(B) 交换 A∗ 的第 1 行与第 2 行, 的 B∗

(C) 交换 A∗ 的第 1 列与第 2 列, 得 −B∗

(D) 交换 A 的第 1 行与第 2 行, 得 −B∗

Solution.
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10.5 初等变换与初等矩阵 第十章 矩阵

12. 设

A =


1 2 3

0 1 2

0 0 1

 , P =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 , Q =


1 1 0

0 1 0

1 0 0


则 (P−1)2023A(QT )2022 = .

Solution.
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10.5 初等变换与初等矩阵 第十章 矩阵
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第十一章 向量

11.1 线性表示的判定与计算

1. 设向量组 α, β, γ 与数 k, l,m 满足 kα + lβ +mγ = 0 (km ̸= 0)，则

(a) (A) α, β 与 α, γ 等价

(b) (B) α, β 与 β, γ 等价

(c) (C) α, γ 与 β, γ 等价

(d) (D) α 与 γ 等价

Solution.【详解】

2. (2004, 数三) 设 α1 = (1, 2, 0)T , α2 = (1, a + 2,−3a)T , α3 = (−1,−b − 2, a + 2b)T ,

β = (1, 3,−3)T。当 a, b 为何值时，

(a) (II) β 可由 α1, α2, α3 唯一地线性表示，并求出表示式；

(b) (III) β 可由 α1, α2, α3 线性表示，但表示式不唯一，并求出表示式。

Solution.【详解】

3. (2019, 数二、三) 设向量组 (I) α1 = (1, 1, 4)T , α2 = (1, 0, 4)T , α3 = (1, 2, a2 + 3)T；向量

组 (II) β1 = (1, 1, a + 3)T , β2 = (0, 2, 1 − a)T , β3 = (1, 3, a2 + 3)T。若向量组 (I) 与 (II)

等价，求 a 的值，并将 β3 由 α1, α2, α3 线性表示。

Solution.【详解】
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11.2 线性相关与线性无关的判定 第十一章 向量

11.2 线性相关与线性无关的判定

3. (2014, 数一、二、三) 设 α1, α2, α3 均为 3 维列向量，则对任意常数 k, l，α1+kα3, α2+ lα3

线性无关是 α1, α2, α3 线性无关的

(a) (A) 必要非充分条件

(b) (B) 充分非必要条件

(c) (C) 充分必要条件

(d) (D) 既非充分又非必要条件

Solution.【详解】

4. 设 A 为 n 阶矩阵，α1, α2, α3 均为 n 维列向量，满足 A2α1 = Aα1 ̸= 0, A2α2 = α1+Aα2,

A2α3 = α2 + Aα3，证明 α1, α2, α3 线性无关。

Solution.【详解】

5. 设 4 维列向量 α1, α2, α3 线性无关，与 4 维列向量 β1, β2 两两正交，证明 β1, β2 线性相

关。

Solution.【详解】

11.3 极大线性无关组的判定与计算

6. 设 α1 = (1, 1, 1, 3)T , α2 = (−1,−3, 5, 1)T , α3 = (3, 2,−1, a+ 2)T , α4 = (−2,−6, 10, a)T。

(a) (I) 当 a 为何值时，该向量组线性相关，并求其一个极大线性无关组；

(b) (II) 当 a 为何值时，该向量组线性无关，并将 α = (4, 1, 6, 10)T 由其线性表示。

Solution.【详解】

7. 证明:

(a) (I) 设 A,B 为 m× n 矩阵，则 r(A+B) ≤ r(A) + r(B)；

(b) (II) 设 A 为 m× n 矩阵，B 为 n× s 矩阵，则 r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}。

Solution.【详解】
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11.4 向量空间 (数一专题) 第十一章 向量

11.4 向量空间 (数一专题)

8. (2015, 数一) 设向量组 α1, α2, α3 为 R3 的一个基，β1 = 2α1 + 2kα3, β2 = 2α2, β3 =

α1 + (k + 1)α3。

(a) (I) 证明向量组 β1, β2, β3 为 R3 的一个基:

(b) (II) 当 k 为何值时，存在非零向量 ξ 在基 α1, α2, α3 与基 β1, β2, β3 下的坐标相同，

并求所有的 ξ。

Solution.【详解】
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第十二章 线性方程组

12.1 解的判定

1. (2001，数三) 设 A 为 n 阶矩阵, α 为 n 维列向量, 且

 A α

αT 0

 = r(A)，则线性方程组

(a) (A) Ax = α 有无穷多解

(b) (B) Ax = α 有唯一解

(c) (C)

 A α

αT 0

x

y

 = 0 只有零解

(d) (D)

 A α

αT 0

x

y

 = 0 有非零解

Solution.【详解】

2. 设 A 为 m× n 阶矩阵, 且 r(A) = m < n，则下列结论不正确的是

(a) (A) 线性方程组 ATx = 0 只有零解

(b) (B) 线性方程组 ATAx = 0 有非零解

(c) (C) ∀b，线性方程组 ATx = b 有唯一解

(d) (D) ∀b，线性方程组 Ax = b 有无穷多解

Solution.【详解】

12.2 求齐次线性方程组的基础解系与通解

2. (2011, 数一, 二) 设 A = (α1, α2, α3, α4) 为 4 阶矩阵, (1, 0, 1, 0)T 为线性方程组 Ax = 0

的基础解系，则 A∗x = 0 的基础解系可为
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12.3 求非齐次线性方程组的通解 第十二章 线性方程组

(a) (A) α1, α2

(b) (B) α1, α3

(c) (C) α1, α2, α3

(d) (D) α2, α3, α4

Solution.【详解】

3. (2005, 数一、二) 设 3 阶矩阵 A 的第 1 行为 (a, b, c), a, b, c 不全为零, B =

2 4 6

3 6 k


满足 AB = O，求线性方程组 Ax = 0 的通解。

Solution.【详解】

4. (2002, 数三) 设线性方程组

ax1 + bx2 + bx3 + · · ·+ bxn = 0

bx1 + ax2 + bx3 + · · ·+ bxn = 0

...

bx1 + bx2 + bx3 + · · ·+ axn = 0

其中 a ̸= 0, b ̸= 0, n ≥ 2。当 a, b 为何值时，方程组只有零解、有非零解，当方程组有非

零解时，求其通解。

Solution.【详解】

12.3 求非齐次线性方程组的通解

5. 设 A 为 4 阶矩阵, k 为任意常数, η1, η2, η3 为非齐次线性方程组 Ax = b 的三个解, 满足

η1 + η2 =


1

2

3

4


, η2 + 2η3 =


2

3

4

5


.

Solution.【详解】
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12.4 解矩阵方程 第十二章 线性方程组

6. (2017, 数一、三、三) 设 3 阶矩阵 A = (α′
1, α

′
2, α

′
3) 有三个不同的特征值, 其中 α3 =

α1 + 2α2。

(a) (I) 证明 r(A) = 2；

(b) (II) 若 β = α1 + α2 + α3，求线性方程组 Ax = β 的通解。

Solution.【详解】

7. (I) 求 λ, a 的值；

8. (II) 求方程组 Ax = b 的通解。

Solution.【详解】

9. (I) η 为非齐次线性方程组 Ax = b 的特解, 证明:

(a) (II) η, η + ξ1, η + ξ2, · · · , η + ξn−r 线性无关；

(b) (III) η, η + ξ1, η + ξ2, · · · , η + ξn−r 为 Ax = b 所有解的极大线性无关组。

Solution.【详解】

12.4 解矩阵方程

9. 矩阵方程解的判定

AX = B 无解 ⇔ r(A) < r(A|B)

AX = B 有唯一解 ⇔ r(A) = r(A|B) = n

AX = B 有无穷多解 ⇔ r(A) = r(A|B) < n

10. 矩阵方程的求法对 (A|B) 作初等行变换，化为行最简形矩阵，得矩阵 X。

11. (例 4.10) 设

A =


1 −2 3 −4

0 1 −1 1

1 2 0 −3


矩阵 X 满足 AX + E = A2022 + 2X，求矩阵 X。
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12.5 公共解的判定与计算 第十二章 线性方程组

Solution.【详解】

12. (例 4.11) (2014, 数一、二、三) 设

A =


1 −2 3 −4

0 1 −1 1

1 2 0 −3


(a) (I) 求线性方程组 Ax = 0 的一个基础解系；

(b) (II) 求满足 AB = E 的所有矩阵 B。

Solution.【详解】

12.5 公共解的判定与计算

12. (2007, 数三) 设线性方程组

(I)


x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + ax3 = 0

x1 + 4x2 + a2x3 = 0

与方程

(II)x1 + 2x2 + x3 = a− 1

有公共解，求 a 的值及所有公共解。

Solution.【详解】

13. 设齐次线性方程组

(I)


2x1 + 3x2 − x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0

齐次线性方程组 (II) 的一个基础解系为 α1 = (2,−1, a+ 2, 1)T , α2 = (−1, 2, 4, a+ 8)T

(a) (1) 求方程组 (I) 的一个基础解系；
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12.5 公共解的判定与计算 第十二章 线性方程组

(b) (2) 当 a 为何值时，方程组 (I) 与 (II) 有非零公共解，并求所有非零公共解。

Solution.【详解】

14. (2005，数三) 设线性方程组

(I)


x1 + 2x2 + 3x3 = 0

2x1 + 3x2 + 5x3 = 0

x1 + x2 + ax3 = 0

与 (II) 
x1 + bx2 + cx3 = 0

2x1 + b2x2 + (c+ 1)x3 = 0

同解，求 a, b, c 的值。

Solution.【详解】
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第十三章 特征值与特征向量

13.1 特征值与特征向量的计算

1. 设

A =


−1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 −1 −1


求 A 的特征值与特征向量。

Solution.【详解】

2. (2003, 数一) 设

A =


5 −2 3

3 2 0

2 0 1

 , B = P−1A∗P

求 B + 2E 的特征值与特征向量。

Solution.【详解】

3. 设

A =


1 2 2

−1 4 −2

1 −2 a


的特征方程有一个二重根，求 A 的特征值与特征向量。

Solution.【详解】
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13.2 相似的判定与计算 第十三章 特征值与特征向量

4. 设 3 阶非零矩阵 A 满足 A2 = O，则 A 的线性无关的特征向量的个数是

(a) (A) 0

(b) (B) 1

(c) (C) 2

(d) (D) 3

Solution.【详解】

5. 设 A = αβT + βαT，其中 α, β 为 3 维单位列向量，且 αTβ = 1
3
，证明：

(a) (I) 0 为 A 的特征值；

(b) (II) α + β, α− β 为 A 的特征向量；

(c) (III) A 可相似对角化。

Solution.【详解】

13.2 相似的判定与计算

6. (2019, 数一、二、三) 设

A =


2 2 1

2 0 0

−1 −1 −2

 , B =


−1 0 0

0 −2 0

0 0 −3


(I) 求 x, y 的值；(II) 求可逆矩阵 P，使得 P−1AP = B。

Solution.【详解】

7. 设 n 阶矩阵 A 与 B 相似，满足 A2 = 2E，则 |AB + A− B − E| = 。

Solution.【详解】
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13.3 相似对角化的判定与计算 第十三章 特征值与特征向量

13.3 相似对角化的判定与计算

8. (2005, 数一、二) 设 3 阶矩阵 A 的特征值为 1, 3, -2，对应的特征向量分别为 α1, α2, α3。

若

P = (α1, 2α2,−α3)

则 P−1AP = 。

Solution.【详解】

9. 设 n 阶方阵 A 满足 A2 − 3A+ 2E = O，证明 A 可相似对角化。

Solution.【详解】

10. (2020, 数一、二、三) 设 A 为 2 阶矩阵，P = (α,Aα)，其中 α 为非零向量且不是 A 的

特征向量。

(a) (I) 证明 P 为可逆矩阵；

(b) (II) 若 A2α + 6Aα− 10α = 0，求 P−1AP，并判断 A 是否相似于对角矩阵。

Solution.【详解】

13.4 实对称矩阵的计算

11. (2010, 数二、三) 设

A =


0 1 4 1

1 3 a 1

4 a 0 1

1 1 1 0


正交矩阵 Q 使得 QTAQ 为对角矩阵。若 Q 的第 1 列为 1√

6
(1, 2, 1, 0)T，求 a,Q。

Solution.【详解】

12. 设 3 阶实对称矩阵 A 满足 A2 + A = O，A 的各行元素之和均为零，且 r(A) = 2。
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13.4 实对称矩阵的计算 第十三章 特征值与特征向量

(a) (I) 求 A 的特征值与特征向量；

(b) (II) 求矩阵 A。

Solution.【详解】
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第十四章 二次型

14.1 求二次型的标准形

1. (2016，数二、三) 设二次型 f(x1, x2, x3) = ax2
1 + ax2

2 + (a− 1)x2
3 + 2x1x3 − 2x2x3 的正、

负惯性指数分别为 1，2，则

(a) a > 1

(b) a < −1

(c) −1 < a < 1

(d) a = 1 或 a = −1

Solution.【详解】

2. (2022，数一) 设二次型 f(x1, x2, x3) =
∑3

i=1

∑3
j=1 ijxixj。

(a) 求 f(x1, x2, x3) 对应的矩阵；

(b) 求正交变换 x = Qy，将 f(x1, x2, x3) 化为标准形；

(c) 求 f(x1, x2, x3) = 0 的解。

Solution.【详解】

3. (2020，数一、三) 设二次型 f(x1, x2) = 4x2
1 +4x2

2 +4x1x2 经正交变换

x1

x2

 = Q

y1

y2


化为二次型 g(y1, y2) = y21 + by22，其中 b ≥ 0。

(a) 求 a, b 的值；

(b) 求正交矩阵 Q。

Solution.【详解】
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14.2 合同的判定 第十四章 二次型

14.2 合同的判定

4. (2008，数二、三) 设 A =

1 2

2 1

，与 A 合同的矩阵是

(a)

1 1

1 2


(b)

2 1

1 2


(c)

2 1

1 1


(d)

1 2

1 2


Solution.【详解】

5. 设 A,B 为 n 阶实对称可逆矩阵，则存在 n 阶可逆矩阵 P，使得

(a) PAP = B；

(b) P−1ABP = BA；

(c) P−1AP = B；

(d) P TAP = B。

成立的个数是

(a) 1

(b) 2

(c) 3

(d) 4

Solution.【详解】
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14.3 二次型正定与正定矩阵的判定 第十四章 二次型

14.3 二次型正定与正定矩阵的判定

6. (2017，数一、二、三) 设 A 为 m× n 阶矩阵，且 r(A) = n，则下列结论

(a) ATA 与单位矩阵等价；

(b) ATA 与对角矩阵相似；

(c) ATA 与单位矩阵合同；

(d) ATA 正定。

正确的个数是

(a) 1

(b) 2

(c) 3

(d) 4

Solution.【详解】

7. 证明：

(a) 设 A 为 n 阶正定矩阵，B 为 n 阶反对称矩阵，则 A− B2 为正定矩阵；

(b) 设 A,B 为 n 阶矩阵，且 r(A+B) = n，则 ATA+BTB 为正定矩阵。

Solution.【详解】

76



第十五章 事件与概率论

15.1 事件的关系、运算与概率的性质

1. 事件: 样本点的集合

2. 事件的关系 (3+1): 包含, 互斥, 对立 + 独立

3. 事件的运算 (3 个): 交, 并, 补

Remark. (事件的运算律)

(1) 交换律 A ∪ B = B ∪ A,AB = BA

(2) 结合律 A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ A,A(BC) = (AB)C

(3) 分配律 A ∪ (BC) = (A ∪ B)(A ∪ C), A(B ∪ C) = (AB) ∪ (AC)

(4) 摩根律 A ∪ B = ĀB̄, (AB) = Ā ∪ B̄

(5) 吸收律 A ∪ (AB) = A,A(A ∪B) = A

1. 设 A,B 为随机事件, 且 P (A) = P (B) = 1
2
,P (A ∪ B) = 1, 则

(A) A ∪ B = Ω (B) AB = ∅ (C) P (Ā ∪ B̄) = 1 (D) P (A− B) = 0

Solution. 由加法公式 P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (AB) =⇒ P (AB) = 0

注意由概率并不能推断事件, 所以 (A)(B) 均不正确

对于 (C) 选项 P (Ā ∪ B̄) = 1− P (AB) = 1 正确

对于 (D) 选项, 由减法公式 P (A− B) = P (A)− P (AB) = 1
2
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15.1 事件的关系、运算与概率的性质 第十五章 事件与概率论

总结

(1) 必然事件发生的概率为 1, 但概率为一的事件不一定是必然事件

(2) 不可能事件发生的概率为 0, 但概率为零的事件不一定是不可能事件

这两个结论考虑连续型随机变量即可

2. (2020, 数一、三) 设 A,B,C 为随机事件, 且 P (A) = P (B) = P (C) = 1
4
,P (AB) =

0,P (AC) = P (BC) = 1
12

, 则 A,B,C 只有一个事件发生的概率为

(A)
3

4
(B)

2

3
(C)

1

2
(D)

5

12

Solution. 这种题一般考虑 Venn 图, 比用公式展开简单很多

A B

C

则只有一个事件发生的概率为 (1
4
− 1

12
)× 2 + 1

4
− 2× 1

12
= 5

12

3. 设随机事件 A,B 满足 AB = ĀB̄, 且 0 < P (A) < 1,0 < P (B) < 1, 则 P (A|B̄) +

P (B|Ā) = _____

Solution. 根据结论, 有 A,B 互斥, 则 P (A|B̄) = P (B|Ā) = 1

Corollary 15.1.1. 若 AB = ĀB̄, 则 A,B 必然对立

Proof.

AB = ĀB̄

⇐⇒ AB ∪ ĀB = ĀB̄ ∪ ĀB

⇐⇒ (A ∪ Ā)B = Ā(B̄ ∪B)

⇐⇒ B = Ā
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15.2 三大概型的计算 第十五章 事件与概率论

4. 设随机事件 A,B,C 两两独立, 满足 ABC = ∅, 且 P (A) = P (B) = P (C),A,B,C 至少

有一个发生的概率为 9
16

, 则 P (A) =

Solution. 由题意有 P (A ∪ B ∪ C) = 9
16

, 由加法公式与独立性有

P (A ∪ B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A)P (B)

− P (A)P (C)− P (B)P (C)− P (A)P (B)P (C)

由 P (A) = P (B) = P (C), 上式化为 3P (A) − 3P (A)2 = 9
16

=⇒ P (A) = 1
4
或P (A) = 3

4
,

显然 P (A) ̸= 3
4
> P (A ∪ B ∪ C), 故 P (A) = 1

4

5. 设 A,B 为随机事件, 且 P (A) = 2
3
,P (B) = 1

2
, 则 P (A|B) + P (B|A) 的最大值为 ____,

最小值为 ____.

Solution. 关于概率的不等式基于如下事实, 对于任意一个概率其值均位于 [0, 1] 之间,

事件 AB 的和事件不可能小于单独 A,B 发生概率之和, 事件 AB 的积事件不可能大于

任意一个事件单独发生的概率.

P (A) + P (B)− 1 <= P (AB) ≤ min (P (A), P (B)) ≤ P (A) + P (B) ≤ P (A ∪ B)

15.2 三大概型的计算

Remark. 三大概率模型

经典概型 – 有限个等可能的样本点, 排列组合问题

几何概型 – 使用几何参数度量概率, 比如说长度, 面积, 体积等

伯努利概型 – 独立重复试验每次成功的概率为 p, 不成功的概率为 (1− p)

6. (2016, 数三) 设袋中有红、白、黑球各 1 个, 从中有放回地取球, 每次取 1 个, 直到三种

颜色的球都取到为止, 则取球次数恰好为 4 的概率为

Solution. (古典概型) (
3
1

)(
2
1

)(
2
3

)
34

=
2

9

首先从 3 个颜色中选择一个为第四次抽的颜色, 再从剩下两个颜色中选择一个为出现两

次的颜色, 在选择该颜色抽出的次序.
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15.3 三大概率公式的计算 第十五章 事件与概率论

7. 在区间 (0, a) 中随机地取两个数, 则两数之积小于 a2

4
的概率为

Solution. (几何概型)
a
4
· a+

´ a
a
4

a2

4x
dx

a2
=

1

4
+

1

2
ln 2

8. 设独立重复的试验每次成功的概率为 p, 则第 5 次成功之前至多 2 次失败的概率为

Solution. 失败零次–p5, 失败一次–
(
1
5

)
p4(1− p)p, 失败两次–

(
2
6

)
p4(1− p)2p

故第 5 次成功之前至多 2 次失败的概率为

p5 +

(
1

5

)
p4(1− p)p+

(
2

6

)
p4(1− p)2p

15.3 三大概率公式的计算

Remark. 三大概率公式

条件概率公式 P (A | B) = P (AB)
P (B)

推论 P (AB) = P (B)P (A | B), P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2 | P (A1))P (A3|P (A1A2)) . . .

全概率公式 P (A) =
∑n

i=1 P (ABi) =
∑n

i=1 P (Bi)P (A | Bi)

贝叶斯公式 P (Bj | A) = P (Bj)P (A|Bj)∑n
i=1 P (Bi)P (A|Bi)

若称 P (Bj) 为 Bj 的先验概率, 称 P (Bj | A) 为 Bj 的后验概率. 则贝叶斯公式专门用于计

算后验概率的公式.

9. 设 A,B 为随机事件, 且 P (A ∪B) = 0.6,P (B|Ā) = 0.2, 则 P (A) = ____

Solution.

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (AB) = 0.6, P (B | Ā) = P (B)− P (AB)

1− P (A)
= 0.2

联立有
0.6− P (A)

1− P (A)
= 0.2

, 则 P (A) = 0.5
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15.3 三大概率公式的计算 第十五章 事件与概率论

10. (2018, 数一) 设随机事件 A 与 B 相互独立,A 与 C 相互独立, 满足 BC = ∅, 且

P (A) = P (B) =
1

2
, P (AC|AB ∪ C) =

1

4
,

则 P (C) =____.

Solution.

P (AC|AB ∪ C) =
P (AC)

P (AB ∪ C)

=
P (A)P (C)

P (AB) + P (C)

=
1
2
P (C)

1
4
+ P (C)

=
1

4

则 P (C) = 1
4

11. (2003, 数一) 设甲、乙两箱装有同种产品, 其中甲箱装有 3 件合格品和 3 件次品, 乙箱装

有 3 件合格品。从甲箱中任取 3 件产品放入乙箱,

(1) 求乙箱中次品件数 X 的数学期望;

(2) 求从乙箱中任取一件产品是次品的概率.

Solution. (作为小题来考还可以)

方法一: 用概率

(1) 对于数字特征的题目, 先求概率分布再说, 由于 P (X = k) =
Ck

3C
3−k
3

C3
6

X 0 1 2 3

P (x) 1
20

9
20

9
20

1
20

则所求数学期望 EX = 9
20

+ 2× 9
20

+ 3
20

= 3
2

(2)

P (A) =
3∑

k=0

P (X = k)P (A | x = k)

=
1

20
× 0 +

9

20
× 1

6
+

9

20
× 2

6
+

1

20
× 3

6

=
1

4
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15.4 事件独立的判定 第十五章 事件与概率论

方法二: 超几何分布

(1) X ∼ H(N,M, n), N = 6,M = 3, n = 3, 则 EX = nM
N

= 3
2

(2)

P (A) =
3∑

k=0

P (X = k)P (A | x = k)

=
3∑

k=0

P (X = k)
k

6

=
1

6

3∑
k=0

P (X = k)k

=
1

6
EX

=
1

4

15.4 事件独立的判定

Remark. (事件独立的充要条件)

P (AB) = P (A)P (B)

⇐⇒ P (A | B) = P (A)

⇐⇒ P (A | B̄) = P (A) ⇐⇒ P (A | B) = P (A | B̄) (0 < P (B) < 1)

⇐⇒ A 与B̄, 或Ā 与B, 或Ā 与B̄ 相互独立

⇐⇒ P (A | B) + P (Ā | B̄) = 1, 0 < P (B) < 1

12. 设 A,B 为随机事件, 且 0 < P (A) < 1, 则

(A) 若 A ⊃ B, 则 A,B 一定不相互独立

(B) 若 B ⊃ A, 则 A,B 一定不相互独立

(C) 若 AB = ∅, 则 A,B 一定不相互独立

(D) 若 A = B̄, 则 A,B 一定不相互独立
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15.4 事件独立的判定 第十五章 事件与概率论

Solution. (A)(B)(C) 考虑 ∅ 则都不对

(D) 由于 A 不是必然事件, 则 B 不是不可能事件, 则 0 < P (A) < 1, 0 < P (B) < 1, 根据

下面的总结 A,B 一定不独立

总结

(1) 概率为 0 或 1 的事件与任意事件独立

特别的, 不可能事件与必然事件与任意事件独立

(2) 设 0 < P (A) < 1, 0 < P (B) < 1,

A,B 互不相容, 则 A,B 一定不独立

A,B 独立, 则 A,B 一定不互不相容

13. 设 A,B,C 为随机事件,A 与 B 相互独立, 且 P (C) = 0, 则 Ā, B̄, C̄

(A)相互独立 (B)两两独立, 但不一定相互独立

(C)不一定两两独立 (D)一定不两两独立

Solution. 由 P (C) = 0 知 A,B,C 相互独立, 则 ĀB̄C̄ 也相互独立.

两两独立与相互独立

相互独立



P (AB) = P (A)P (B)

P (AC) = P (A)P (C)

P (BC) = P (B)P (C)

 两两独立

P (ABC) = P (A)P (B)P (C)
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第十六章 一维随机变量

16.1 分布函数的判定与计算

Remark. (分布函数的性质)

(1) 0 ≤ F (x) ≤ 1,−∞ < x < +∞, F (−∞) = 0, F (+∞) = 1

(2) (单调不减) 当 x1 < x2 时,F (x1) < F (x2)

(3) (右连续) F (x+ 0) = F (x)

上面三个性质为分布函数的定义, 只要满足上述性质的函数一定是某一个概率分布的分布

函数

(4) P{a < X ≤ b} = F (b)− F (a)

(5) P{X < x} = F (x− 0), P{X = x} = F (x)− F (x− 0)

P{a ≤ x ≤ b} = P{x ≤ b} − P{x < a} = F (b)− F (a− 0)

P{a < x < b} = P{x < b} − P{x ≤ a} = F (b− 0)− F (a)

1. 设随机变量 X 的分布函数为 F (x),a, b 为任意常数, 则下列一定不是分布函数的是

(A) F (ax+ b) (B) F (ax2 + b) (C) F (ax3 + b) (D) 1− F (−x)

总结

对于 F (ax+ b), F (ax3 + b), . . . 只要 a > 0 则这些函数都是分布函数

对于 F (a2x+ b), F (a4 + b), . . . 都一定不是分布函数

对于 G(x) = 1− F (−x)

若 X 是连续性随机变量则是, 否则不是 (F (x) 不满足左连续, 则 G(x) 不满足右

连续)
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16.1 分布函数的判定与计算 第十六章 一维随机变量

2. 设随机变量 X 的概率密度为

f(x) =


1− |x|, |x| < 1

0, 其他

则 X 的分布函数 F (x) =____,P{−2 < X < 1
4
} =____.

Solution.

(方法一变限积分)

f(x) =


1 + x, −1 < x < 0

1− x, 0 ≤ x < 1

0, 其他情况

根据 F (x) =
´ x
−∞ f(t) dt，有

F (x) =



0, x ≤ −1

´ x
−1
(1 + t) dt, −1 < x < 0

´ 0
−1
(1 + t) dt+

´ x
0
(1− t) dt, 0 ≤ x < 1

1, x ≥ 1

=



0, x ≤ −1

x+ x2

2
+ 1

2
, −1 < x < 0

x− x2

2
+ 1

2
, 0 ≤ x < 1

1, x ≥ 1

P{−2 < X <
1

4
} = F (

1

4
)− F (−2)

=

ˆ 1
4

−2

f(x)dx

=
23

32
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16.2 概率密度的判定与计算 第十六章 一维随机变量

(方法二定积分)

ˆ
f(x)dx =



C1, x < −1

x+ x2

2
+ C2, −1 ≤ x < 0

x− x2

2
+ C3, 0 ≤ x < 1

C4, x ≥ 1

由分布函数的定义
===========



0, x ≤ −1

x+ x2

2
+ 1

2
, −1 < x < 0

x− x2

2
+ 1

2
, 0 ≤ x < 1

1, x ≥ 1

16.2 概率密度的判定与计算

Remark. (概率密度的性质)

(1) f(x) ≥ 0,−∞ < x+∞

(2)
´ +∞
−∞ f(x)dx = 1

上面两条性质为概率密度的定义, 任何满足上面的函数都是某个概率的概率密度函数

(3) P{a < X ≤ b} =
´ b
a
f(x)dx

推广 P{a < X ≤ b} = P{a ≤ X ≤ b} = P{a ≤ X < b} = P{a < X < b} =
´ b
a
f(x)dx

(4) 在 f(x) 连续点处有 F ′(x) = f(x)

3. 设随机变量 X 的概率密度为 f(x), 则下列必为概率密度的是

(A) f(−x+ 1) (B) f(2x− 1) (C) f(−2x+ 1) (D) f

(
1

2
x− 1

)
Solution. 由于 f(x) 已经满足非负性, 故选项的非负性都不需要考虑, 只需要考虑正则

性就可以.

(A)
´ +∞
−∞ f(−x+ 1)dx =

´ +∞
−∞ f(u)du = 1
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16.2 概率密度的判定与计算 第十六章 一维随机变量

(B)
´ +∞
−∞ f(2x− 1)dx = 1

2

´ +∞
−∞ f(u)du = 1

2

(C)
´ +∞
−∞ f(−2x+ 1)dx = 1

2

´ +∞
−∞ f(u)du = 1

2

(D)
´ +∞
−∞ f(1

2
− 1)dx = 2

´ +∞
−∞ f(u)du = 2

总结

f(ax+ b) 为概率密度 ⇐⇒ |a| = 1

4. (2011, 数一、三) 设 F1(x), F2(x) 为分布函数, 对应的概率密度 f1(x), f2(x) 为连续函数,

则下列必为概率密度的是

(A) f1(x)f2(x) (B) 2f2(x)F1(x) (C) f1(x)F2(x) (D) f1(x)F2(x) + f2(x)F1(x)

总结

(1) 线性组合

af1(x) + bf2(x), a > 0, b > 0 为概率密度 ⇐⇒ a+ b = 1

aF1(x) + bF2(x), a > 0, b > 0 为分布函数 ⇐⇒ a+ b = 1

(2) 乘积

F1F2 一定是分布函数

f1f2 不一定是概率论密度

(3) 混搭

f1F2 + f2F1, 2f1F1, 2f2F2 是概率密度, 其余都不是.
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16.3 关于八大分布 第十六章 一维随机变量

5. (2000, 三) 设随机变量 X 的概率密度为

f(x) =


1
3
, x ∈ [0, 1]

2
9
, x ∈ [3, 6]

0, 其他

若 P{X ≥ k} = 2
3
, 则 k 的取值范围是 ____.

Solution. 如图所示, 当且仅当 1 ≤ k ≤ 3 时候 P (X ≥ k) = 2
3

x

y

1 3k1

P (X ≥ K) = 2
3

k2

P (X ≥ K) < 2
3

k3

P (X ≥ K) > 2
3

16.3 关于八大分布

Remark. (八大分布的概率分布与数字特征)

(1) 0-1 分布, X ∼ B(1, p)
X 0 1

P 1− p p
, EX = p,DX = p(1− p)

(2) 二项分布,X ∼ B(n, p)

P{X = k} = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,EX = np,DX = np(1− p)

(3) 泊松分布,X ∼ P (λ)

P{X = k} = λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . ., EX = λ,DX = λ

(4) 几何分布,X ∼ G(p)

P = {X = k} = p(1− p)k−1, k = 1, 2, . . ., EX = 1
p
, DX = 1−p

p2
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16.3 关于八大分布 第十六章 一维随机变量

(5) 超几何分布,X ∼ H(N,M, n)

P = {X = k} =
Ck

MCn−k
N−M

Cn
N

, k = 0, 1, . . . ,min(n,M), EX = nM
N

(6) 均匀分布 X ∼ U(a, b)

f(x) =


1

b−a
, a ≤ x ≤ b

0, 其他
, F (x) =


0, x < a

x−a
b−a

, a ≤ x < b

1, x ≥ b

, EX = a+b
2
, DX = (b−a)2

12

(7) 指数分布 X ∼ E(λ)

f(x) =


λe−λx, x > 0

0, x ≤ 0

, λ > 0 F (x) =


1− e−λx, x > 0

0, x ≤ 0

, EX = 1
λ
, DX = 1

λ2

(8) 一般正态分布 X ∼ N(µ, σ2), EX = µ,DX = σ2

f(x) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , F (µ) = 1
2
, F (x) = Φ

(
x−µ
σ

)
标准正态分布 X ∼ N(0, 1) φ(x) = 1√

2π
e−

x2

2 , Φ(0) = 1
2
,Φ(−x) = 1− Φ(x)

正态分布的标准化若 X ∼ N(µ, σ2)，则 X−µ
σ

∼ N(0, 1).

拓展-负二项分布

在一系列独立重复的伯努利试验 (每次试验只有“成功”或“失败”两种结果, 成功概率为

p) 中, 达到 r 次成功所需的试验总次数 X 服从负二项分布。

P (X = k) =
(
k−1
r−1

)
pr(1− p)k−r, k = r, r + 1, r + 2, . . . , EX = r

p
, DX = r(1−p)

p2

6. 设随机变量 X 的概率分布为 P{X = k} = C λk

k!
,k = 1, 2, · · · , 则 C =____.

Solution.

(方法一: 级数) 由概率的规范性可知
∑∞

k=1 C
λk

k!
= 1, 由于 ex =

∑∞
i=0

xn

n!
, 故 C(eλ−1) = 1,

故 C = 1
eλ−1

(方法二: 泊松分布) 考虑泊松分布 P{X = k} = λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

7. 设随机变量 X 的概率密度为 f(x) = Ae−
x2

2
+Bx, 且 EX = DX, 则 A =__,B =__.

Solution. f(x) = Ae
B2

2 e−
(x−B)2

2 ∼ N(1, B2), 又 D(x) = E(x) 故 B2 = 1, 对比正态分布

的概率密度函数有 Ae
B2

2 = 1√
2π

故 A = e−
1
2√
2π
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16.3 关于八大分布 第十六章 一维随机变量

总结

形如 f(x) = Aeax
2+b+c, a < 0 一定可以化成某一个正态分布的概率密度.

8. (2004, 数一、三) 设随机变量 X ∼ N(0, 1), 对给定的 α(0 < α < 1), 数 uα 满足 P{X >

uα} = α。若 P{|X| < x} = α, 则 x 等于

(A) uα
2

(B) u1−α
2

(C) u 1−α
2

(D) u1−α

x

y

Solution. 如图所示,x 右侧的面积为 1−α
2

故 x 是 1−α
2

上侧分位点

9. 设随机变量 X ∼ N(2, σ2), 且 P{2 < X < 4} = 0.3, 则 P{X < 0} =____.

Solution. 正态分布的基本套路就是遇事不决标准化 P{2 < X < 4} = P{0 < X−2
σ

<

2
σ
} = 0.3, 故 P{X < 0} = P{X−2

σ
< −2

σ
} = 1

2
− 0.3 = 0.2

10. 设随机变量 X ∼ N(µ, σ2)(µ < 0),F (x) 为其分布函数,a 为任意常数, 则

(A) F (a) + F (−a) > 1 (B) F (a) + F (−a) = 1

(C) F (a) + F (−a) < 1 (D) F (µ+ a) + F (µ− a) =
1

2

Solution. 这道题是比较隐晦的考察了正态分布的对称性, 具体直接看总结. 但要注意

先标准化再套结论!

Φ(a) + Φ(b) =


1, a+ b = 1

< 1, a+ b < 1

> 1, a+ b > 1
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11. 设随机变量 X 与 Y 相互独立, 均服从参数为 1 的指数分布, 则 P{1 < max{X,Y } <

2} =____.

Solution.

P{1 < max{X,Y } < 2} = P{max{X,Y } < 2} − P{max{X,Y } ≤ 1}

= P{X < 2, Y < 2} − P{X ≤ 1, Y ≤ 1}
由独立性
====== P{X < 2}P{Y < 2} − P{X ≤ 1}P{Y ≤ 1}

= (1− e−2λ)2 − (1− e−λ)2

12. 设随机变量 X 与 Y 相互独立, 均服从区间 [0, 3] 上的均匀分布, 则 P{1 < min{X,Y } <

2} =____.

Solution.

P{1 < min{X,Y } < 2} = P{min{X,Y } > 1} − P{min{X,Y } ≥ 2}

= P{X > 1}P{Y > 1} − P{X ≥ 2}P{Y ≥ 2}

=
1

3

总结

对于 min和max 问题基本按照如下思路:

P{a < min (X1, X2, . . . , Xn) < b}

= P{min (X1, X2, . . . , Xn) > a} − P{min (X1, X2, . . . , Xn) ≥ b}

P{a < max (X1, X2, . . . , Xn) < b}

= P{max (X1, X2, . . . , Xn) < b} − P{min (X1, X2, . . . , Xn) ≤ a}

13. (2013, 数一) 设随机变量 Y ∼ E(1),a > 0, 则 P{Y ≤ a+ 1|Y > a} =____.

91



16.3 关于八大分布 第十六章 一维随机变量

Solution. 由指数分布的无记忆性, 有 P{Y ≤ a + 1|Y > a} = P{0 < Y < 1} =
´ 1
0
e−xdx = 1− e−1

14. 设随机变量 X ∼ G(p),m,n 为正整数, 则 P{X > m+ n|X > m}

(A) 与 m 无关, 与 n 有关, 且随 n 的增大而减少

(B) 与 m 无关, 与 n 有关, 且随 n 的增大而增大

(C) 与 n 无关, 与 m 有关, 且随 m 的增大而减少

(D) 与 n 无关, 与 m 有关, 且随 m 的增大而增大

Solution. 由几何分布的无记忆性, 有 P{X > m + n|X > m} = P{X > n} =∑∞
i=n+1 p(1− p)i−1, 故随着 n 增大概率反而减少

总结

指数分布与几何分布具有无记忆性

X ∼ E(λ)

P{x > s+ t | x > s} = P{x > t}

P{x < s+ t | x > s} = P{0 < x < t}

X ∼ G(p)

P{x > n+m | x > m} = P{x > t}

P{x = n+m | x = m} = P{x = n} = p(1− p)n−1
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16.4 求一维连续型随机变量函数的分布

Remark. 【方法】

设随机变量 X 的概率密度为 fX (x) , 求 Y = g (X) 的分布.

分布函数法

(1) 设 Y 的分布函数为 FY (y) , 则 FY (y) = P{Y ≤ y} = P{g (X) ≤ y} .

(2) 求 Y = g (X) 在 X 的正概率密度区间的值域 (α, β) , 讨论 y .

当 y < α 时, FY (y) = 0 ;

当 α ≤ y < β 时, FY (y) =
´

g(x)≤y
fX (x) dx ;

当 y ≥ β 时, FY (y) = 1 .

( 3 ) 若 Y 为连续型随机变量, 则 Y 的概率密度为 fY (y) = F ′
Y (y) .

公式法

设 y = g (x) 在 X 的正概率密度区间单调, 值域为 (α, β) , 反函数为 x = h (y) , 则 Y 的概

率密度为

fY (y) =

fX (h (y)) |h′ (y)| , α < y < β

0,

若 y = g (x) 在 X 的正概率密度区间 [a, b] 分段严格单调, 则分段运用公式法, 然后将概率

密度相加.

15. 设随机变量 X ∼ E(λ), 则 Y = min{X, 2} 的分布函数

(A) 为连续函数 (B) 为阶梯函数

(C) 至少有两个间断点 (D) 恰好有一个间断点

Solution. 这是一道比较简单的题目, 主要是用于演示所谓图像法讨论 y 的具体操作,

注意画的是 X − Y 图像
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X

Y

2

y < 0

y > 2

0 < y < 2

y

故 FY (y) = min {X, 2} < y, 当 y < 0 时候 FY (y) = 0,y ≥ 2,FY (y) = 1, 当 0 ≤ y < 2 时

候, 有
´ y
0
f(x)dx = 1− e−λy, 综上

FY =


0, y < 0

1− e−λy, 0 ≤ y < 2

1, y ≥ 2

容易发现 F (2− 0) ̸= 1 故存在一个跳跃间断点

16. 设随机变量 X 的概率密度为 f(x) =


x2

a
, 0 < x < 3

0, 其他
Y =


2, X ≤ 1

X, 1 < X < 2

1, X ≥ 2

(a) 求 Y 的分布函数;

(b) 求 P{X ≤ Y }.

Solution. 带参数的概率密度第一步就应该根据正则性把这个参数求出来.
ˆ 3

0

f(x)dx = 1 =⇒ a = 9

然后和上一题一样画 X − Y 图像, 求 FY (y), 注意分区域就是.
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X

Y

y > 2

y < 1

1 ≤ y < 2

当 y < 1, FY (y) = 0; y > 2, FY (y) = 1

1 ≤ y < 2, FY (y) =
´ y
1
f(x)dx+

´ 3
2
f(x)dx = y3

27
+ 2

3

17. (2021, 数一、三) 在区间 (0, 2) 上随机取一点, 将该区间分成两段, 较短一段的长度记为

X, 较长一段的长度记为 Y。

(a) 求 X 的概率密度;

(b) 求 Z = Y
X

的概率密度;

(c) 求 E
(
Y
X

)
.

Solution. 有题设容易得到 X ∼ U(0, 1), Y = 2−X

(1) 则 f(x) =


1, x ∈ (0, 1)

0, 其他

(2) Z = Y
X

= 2
X
− 1, 显然 Z 关于 X 是单调的, 可以用公式法直接求出 fZ(z), 即

fZ(z) = 1 · 2

(y + 1)2
=

2

(y + 1)2
, z ∈ (1,+∞)

(3)

E(Z) =

ˆ ∞

1

zfZ(z)dz = 2 ln 2− 1

或者也可以用

E(
2

x
− 1) =

ˆ 1

0

(
2

x
− 1)dx = 2 ln(2)− 1
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第十七章 二维随机变量

17.1 联合分布函数的计算

Remark. (联合分布函数的性质)

(1) 0 ≤ F (x, y) ≤ 1,−∞ < x < +∞, F (−∞, y) = F (x,−∞) = F (−∞,−∞) =

0, F (+∞,+∞) = 1

(2) F (x, y) 关于 x 和 y 均单调不减

(2) F (x, y) 关于 x 和 y 均右连续

(4) P{a < X ≤ b, c < Y ≤ b} = F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c)

1. 设随机变量 X 与 Y 相互独立,X ∼ B(1, p),Y ∼ E(λ), 则 (X,Y ) 的联合分布函数

F (x, y) =___.

Solution. 由 X 和 Y 相互独立, 则有 FXY (x, y) = FX(x)FY (y), f(x, y) = fX(x)FY (x),X

的概率分布如下:
X 0 1

P 1− p p

则 X 的分布函数为

FX(x) =


0, x < 0

1− p, 0 ≤ x < 1

1, x ≥ 1
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而 Y ∼ E(λ), 故

FXY (x, y) = FX(x)FY (y) =


(1− p)(1− e−λy), 0 ≤ x < 1, y > 0

1− e−λy, x ≥ 1, y > 0

0, 其他

17.2 二维离散型随机变量分布的计算

2. 设随机变量 X 与 Y 相互独立, 均服从参数为 p 的几何分布。

(a) 求在 X + Y = n(n ≥ 2) 的条件下,X 的条件概率分布;

(b) 求 P{X + Y ≥ n}(n ≥ 2).

Solution.

(1)

P{X + Y = n} 几何分布从 1 开始
============

n−1∑
k=1

P{X = k, Y = n− k}

独立性
=====

n−1∑
k=1

P{X = k}P{Y = n− k}

=
n−1∑
k=1

(1− p)k−1p · (1− p)n−k−1p

=
n−1∑
k=1

(1− p)n−2p2

= (n− 1)(1− p)n−2p2

在 X + Y = n 的条件下,X 的条件概率为

P{X = k | X + Y = n} =
P{X = k, Y = n− k}

P{X + Y = n}

=
p2(1− p)n−2

(n− 1)p2(1− p)n−2

=
1

n− 2

k = 1, 2 . . . n− 1这个范围千万别忘喽!
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(2)

P{X + Y ≥ n} = P{X + Y = n}+ P{X + Y = n+ 1}+ . . .

=
+∞∑
k=n

P{X + Y = k}

=
+∞∑
k=n

(k − 1)p2(1− p)k−2

不妨先计算级数
∑∞

k=n(k − 1)xk−2

∞∑
k=n

(k − 1)xk−2 =
∞∑
k=n

(xk−1)′

=

(∑∞
n=k

x

)′

=
(n− 1)xn−2(1− x) + xn−1

(1− x)2

故当 x = 1− p 的时有

P{X + Y ≥ n} = p2
(n− 1)(1− p)n−2p+ (1− p)n−1

p2

= (1− p)n−2(np− 2p+ 1)

17.3 二维连续型随机变量分布的计算

Remark. 主要内容

联合概率密度的性质

(1) f (x, y) ≥ 0,−∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞ ;

(2)
´ +∞

−∞

´ +∞
−∞f (x, y) dxdy = 1 ;

(3) P{(X,Y ) ∈ D} =
˜

D
f (x, y) dxdy ;

(4) 在 f (x, y) 的连续点处有 ∂2F (x,y)
∂x∂y

= f (x, y) .

边缘概率密度
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(1) (X,Y) 关于 X 的边缘概率密度 fX (x) =
´ +∞

−∞f (x, y) dy

(2) (X,Y) 关于 Y 的边缘概率密度 fY (y) =
´ +∞

−∞f (x, y) dx

条件概率密度

(1) 在 Y = y 的条件下, X 的条件概率密度 fX|Y (x | y) = f(x,y)
fY (y)

(2) 在 X = x 的条件下, Y 的条件概率密度 fY |X (y | x) = f(x,y)
fX(x)

3. (2010, 数一、三) 设二维随机变量 (X,Y ) 的概率密度为

f(x, y) = Ae−2x2+2xy−y2 , −∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞

求常数 A 及条件概率密度 fY |X(y|x).

Solution.

(方法一正常求) 首先通过规范性求出参数 A
ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
f(x, y)dxdy =

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
Ae−2x2+2xy−y2dxdy

= A

ˆ +∞

−∞
e−x2dx

ˆ +∞

−∞
e−(y−x)2dy

Possion 积分
========= Aπ = 1 =⇒ A =

1

π

X 的边缘分布函数为
ˆ +∞

−∞
f(x, y)dy =

ˆ +∞

−∞

1

π
e−2x2+2xy−y2dy

=
1

π
e−x2

ˆ +∞

−∞
e−(y−x)2

=
1√
π
e−x2

, x ∈ R

则在 X = x 的条件下,Y 的条件概率为

fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)

=
1√
π
e−(y−x)2

(方法二, 通过二维正态分布) 形如 f(x, y) = Aeax
2+bxy+cy2 的函数如果是概率密度, 则其

一定是某个二维正态的概率密度函数, 故

(X,Y ) ∼ N(µ1, µ2; σ
2
1, σ

2
2; ρ)
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通过下一节讲的确定系数的办法, 可以很快的确定

(X,Y ) ∼ N(0, 0;
1

2
, 1;

√
2

2
)

故 A = 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

= 1
π
, fX(x) =

1√
π
e−x2

4. 设随机变量 X ∼ U(0, 1), 在 X = x(0 < x < 1) 的条件下, 随机变量 Y ∼ U(x, 1)。

(a) 求 (X,Y ) 的联合概率密度;

(b) 求 (X,Y ) 关于 Y 的边缘概率密度 fY (y);

(c) 求 P{X + Y > 1}.

Solution.

(1) 在 X = x 的条件下,Y 的条件概率密度为

fY (y) =


1

1−x
, x ≤ y ≤ 1

0, 其他

故 f(x, y) = fY |X(y | x)fX(x) =


1

1−x
, 0 < x < 1, x < y < 1

0, 其他

(2) 通过概率密度求边缘密度的时候, 需要画出 x-y 图, 并且确定要求的那个参数的范围,

比如说这里是 y ∈ (0, 1), 让后再从 [0,1] 上面去做偏积分, 具体如图所示

x

y

fY (y) =
´ −∞
+∞ f(x, y)dx =


− ln (1− y), 0 < y < 1

0, 其他

(3) 根据性质 (3) 有 P{X + Y > 1} =
˜

x+y<1

f(x, y)dxdy 此时 x-y 的可行范围为
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x

y

原式 =

ˆ 1

1/2

dy
ˆ y

1−y

1

1− x
dx

=

ˆ 1

1/2

[ln y − ln(1− y)] dy

= [y ln y − (1− y) ln(1− y)]
∣∣∣1
1/2

= ln 2

17.4 关于二维正态分布

Remark. 二维正态分布的性质 设 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2; σ
2
1, σ

2
2; ρ), 则

(1) X ∼ N (µ1, σ
2
1) , Y ∼ N (µ2, σ

2
2) , 反之不成立 (独立的时候反之成立);

(2) X 与 Y 相互独立 ⇔ X 与 Y 不相关 (ρ = 0) ;

(3) aX + bY ∼ N (aµ1 + bµ2, a
2σ2

1 + b2σ2
2 + 2abρσ1σ2); 特别地, 若 X 与 Y 相互独立,

X ∼ N (µ1, σ
2
1) , Y ∼ N (µ2, σ

2
2) , 则 aX + bY ∼ N (aµ1 + bµ2, a

2σ2
1 + b2σ2

2) ;

(4) 若 U = aX + bY , V = cX + dY , 即

 U

V

 =

 a b

c d

 X

Y

 , 则 (U,V) 服

从二维正态分布 ⇔

∣∣∣∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 .

5. 设二维随机变量 (X,Y ) ∼ N(1, 2; 1, 4;−1
2
), 且 P{aX + bY ≤ 1} = 1

2
, 则 (a, b) 可以为

(A)

(
1

2
,−1

4

)
(B)

(
1

4
,−1

2

)
(C)

(
−1

4
,
1

2

)
(D)

(
1

2
,
1

4

)
Solution. 由性质 (3) 可知 aX + bY ∼ N , 而由正态分布的对称性可知,µ = 1 =⇒

a+ 2b = 1 故选择 (D)
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6. (2020, 数三) 设二维随机变量 (X,Y ) ∼ N(0, 0; 1, 4;−1
2
), 则下列随机变量服从标准正态

分布且与 X 相互独立的是

(A)

√
5

5
(X + Y ) (B)

√
5

5
(X − Y ) (C)

√
3

3
(X + Y ) (D)

√
3

3
(X − Y )

Solution. 这道题选择出来并不困难, 但要证明其与 X 相互独立还是有点说法的.

第一步, 先求 X + Y 和 X − Y 的标准化

由性质三可知 X+Y ∼ N(0, 3), X−Y ∼ N(0, 7), 故
√
3
3
(X+Y ) sinN(0, 1);

√
7
7

∼ N(0, 1);

这里其时就已经可以选出答案喽

第二步证明独立性

考虑 (X + Y,X) =

1 1

1 0

X

Y

, 且

∣∣∣∣∣∣1 1

1 0

∣∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0

由性质 (4) 可知,(X + Y,X) 服从二维正态分布, 由性质 (2) 可知, 只需要证明二者的相

关系数为 0 即可, 证明二者独立.

7. (2022, 数一) 设随机变量 X ∼ N(0, 1), 在 X = x 的条件下, 随机变量 Y ∼ N(x, 1), 则

X 与 Y 的相关系数为

(A)
1

4
(B)

1

2
(C)

√
3

3
(D)

√
2

2

Solution.

(方法一传统方法计算)

ρXY =
Cov(X,Y )√
DX

√
DY

=
EXY − EXEY√

DX
√
DY

问题转换为求 EXY,DY , 由题设可知, 在 X = x 的条件下,Y 的概率密度函数为

fY |X(y | x) = 1√
2π

e−
(y−x)2

2

故 (X,Y ) 的概率密度函数为

f(x, y) =
1

2π
e−x2+xy− y2

2

故 y 的边缘分布函数为 ˆ −∞

+∞
f(x, y)dx =

1

2
√
π
e−

y2

4
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即 Y ∼ N(0, 2), 故 EY = 0, DY = 2 而 EXY 根据方差的定义可以计算

TODO: 计算 EXY

EXY =

ˆ −∞

+∞

ˆ −∞

+∞
xyf(x, y)dxdy = 1

故 ρ =
√
2
2

(2) 通过二维正态参数的结论直接求出 ρ, 由上述可知 f(x, y) = 1
2π
e−x2+xy− y2

2 , 对比二维

正态概率密度的公式

f(x, y) =
1

2σ1σ2

√
1− ρ2

exp{ −1

2(1− ρ2)

[
(x1 − µ1)

2

σ2
1

− 2(x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2

+
(x2 − µ2)

σ2
2

]
}

容易得出 (X,Y ) ∼ N(0, 0; 1, 2;
√
2
2
), 具体如总结所示.

总结

对于形如 Ae−ax2+bxy+cy2 的式子, 若其是概率密度, 则必然是某个二维正态的概率密度

(由规范性) 且满足

(1) b2 = 4ρ2a2c2 =⇒ ρ2 = b2

4a2c2

(2) rho 的符号与 xy 系数的符号一致
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17.5 求二维离散型随机变量函数的分布

8. 设随机变量 X 与 Y 相互独立,X ∼ P (λ1),Y ∼ P (λ2), 求 Z = X + Y 的概率分布.

Solution. 这道题是参数可加性的直接考察, 可以先证明一下

P{Z = n} = P{X + Y = n}

=
n∑

k=0

P{X = k, Y = n− k}

独立性
=====

n∑
k=0

P{X = k}P{Y = n− k}

=
n∑

k=0

λk
1

k!
e−λ1

λn−k
2

(n− k)!
e−λ2

= e−(λ1+λ2)

n∑
k=0

λk
1λ

n−k
2

k!(n− k)!

上下同乘k!
======= e−(λ1+λ2)

n∑
k=0

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
λk
1λ

n−k
2

= e−(λ1+λ2)
1

n!

n∑
k=0

Ck
nλ

k
1λ

n−k
2

二项式定理
========

(λ1 + λ2)
n

n!
e−(λ1+λ2)

参数可加性

当 X,Y 独立的时候

(1) X ∼ B(m, p), Y ∼ B(n, p) =⇒ X + Y ∼ B(n+m, p)

(2) X ∼ P (λ1), Y ∼ P (λ2) =⇒ X + Y ∼ P (λ1 + λ2)

(3) X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2) =⇒ X + Y ∼ (µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2)

(4) X ∼ χ2(m), Y ∼ χ2(n), =⇒ X + Y ∼ χ2(n+m)

(5) X ∼ E(λ1), Y ∼ E(λ2) =⇒ min (X,Y ) ∼ E(λ1 + λ2)
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17.6 求二维连续型随机变量函数的分布

Remark. 问题描述

设二维随机变量 (X,Y) 的联合概率密度为 f (x, y) , 求 Z = g (X,Y ) 的概率密度 fZ (z) .

分布函数法

(1) 设 Z 的分布函数为 FZ (z) , 则 FZ (z) = P{Z ≤ z} = P{g (X,Y ) ≤ z} .

(2) 求 Z = g (X,Y ) 在 (X,Y) 的正概率密度区域的值域 (α, β) , 讨论 z .

z < α 时, FZ (z) = 0 ;

当 α ≤ z < β 时, FZ (z) =
˜

g(x,y)≤z
f (x, y) dxdy;

当 z ≥ β 时, FZ (z) = 1 .

(3) Z 的概率密度为 fZ (z) = F ′
Z (z) .

卷积公式

(1) 设 Z = aX + bY , 则 fZ (z) =
´ +∞

−∞
1
|b|f
(
x, z−ax

b

)
dx =

´ +∞
−∞

1
|a|f

(
z−by
a

, y
)
dy;

(2) 设 Z = XY , 则 fZ (z) =
´ +∞

−∞
1
|x|f

(
x, z

x

)
dx =

´ +∞
−∞

1
|y|f

(
z
y
, y
)
dy ;

(3) 设 Z = Y
X

, 则 fZ (z) =
´ +∞

−∞ |x| f (x, xz) dx;

(4) 设 Z = X
Y

, 则 fZ (z) =
´ +∞

−∞ |y| f (yz, y) dy

9. 设二维随机变量 (X,Y ) 的联合概率密度为 f(x, y) =


1, 0 < x < 1, 0 < y < 2x

0, 其他
求:

(a) (X,Y ) 的联合分布函数 F (x, y);

(b) (X,Y ) 的边缘概率密度 fX(x), fY (y);

(c) 条件概率密度 fX|Y (x|y), fY |X(y|x);

(d) P
{
Y ≤ 1

2
|X ≤ 1

2

}
,P
{
Y ≤ 1

2
|X = 1

2

}
;

(e) Z = 2X − Y 的概率密度 fZ(z).
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u

v

u

v

u

v

u

v

u

v

Solution.

(1) 由定义可知 F (x, y) =
´
−∞ x

´
−∞ yf(u, v)dudv, 其中 x,y 的可行域如下图所示, 分为

五个部分故

F (x, y) =



´ y
0

dv
´ x

v
2

du, 0 < x < 1, 0 < y < 2x

´ x
0

du
´ 2u
0

dv, 0 < x < 1, y ≥ 2x

´ y
0

dv
´ 1

v
2

du, x > 1, 0 < y < 2

1, x ≥ 1, y ≥ 2x

0, 其他

=



y2

4
− xy, 0 < x < 1, 0 < y < 2x

x2, 0 < x < 1, y ≥ 2x

y − y2

4
, x > 1, 0 < y < 2

1, x ≥ 1, y ≥ 2x

0, 其他

(2) 由定义可知

fX(x) =

ˆ +∞

−∞
f(x, y)dy =


2x, 0 < x < 1;

0, 其他

fY (y) =

ˆ +∞

−∞
f(x, y)dx =


1− y

2
, 0 < y < 2

0, 其他

(3) 当0<x<1在 X = x 的条件下,Y 的条件概率密度为

fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
=


1
2x
, 0 < y < 2x

0, 其他

当0<y<2在 Y = y 的条件下,X 的条件概率密度为

fX|Y (x | y) = f(x, y)

fY (y)
=


2

2−y
, y

2
< x < 1

0, 其他
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(4) 对于 P
{
Y ≤ 1

2
|X ≤ 1

2

}
可以采用条件概率公式,

P

ß
Y ≤ 1

2
|X ≤ 1

2

™
=

˜
y≤ 1

2
,x≤ 1

2

f(x, y)dxdy

´ 1
2

0
fX(x)dx

=
3

4

而对于 P
{
Y ≤ 1

2
|X = 1

2

}
则不能采用条件概率公式, 因为 P{X = 1

2
} = 0 不能做分母,

此时就体现出来条件概率的用处

P

ß
Y ≤ 1

2
|X =

1

2

™
=

ˆ 1
2

0

fY |X(y | x)dy

将 X = 1
2
带入, 求出该条件概率为 1

2

(5) 方法一: 分布函数法

x

y

FZ(z) = P{2X − Y ≥ Z} =
˜

2x−y≤z

f(x, y)dxdy , 绘制 y ≥ 2x − z, 讨论截距, 如图所示,

其结果如下

FZ(z) =


0, z < 0

z − z2

4
, 0 ≤ z < 2

1, z ≥ 2

方法二: 卷积公式

由卷积公式有 fZ(z) = −
´ +∞
−∞ f(x, 2x− z)dx, 此时把 f(x, y) 中的 y 全部转换为 z 并确

定 z 的取值范围即

f(x, 2x− z) =


1, 0 < x < 1, 0 < 2x− z < 2x =⇒ , 0 < x < 1, 0 < z < 2x

0, 其他

此时再对 x 进行偏积分即可, 绘制 x − z 图像, 首先确认 z 的范围, 再从 z 上对 x 进行

积分
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x

z

如图, 最终

fZ(z) =


1− z

2
, 0 ≤ z < 2;

0, ��

17.7 求一离散一连续随机变量函数的分布

10. (2020, 数一) 设随机变量 X1, X2, X3 相互独立,X1 与 X2 均服从标准正态分布,X3 的概

率分布为 P{X3 = 0} = P{X3 = 1} = 1
2
,Y = X3X1 + (1−X3)X2。

(1) 求 (X1, Y ) 的联合分布函数 (结果用标准正态分布函数 Φ(x) 表示);

(2) 证明 Y 服从标准正态分布.

Solution. 一离散加一连续的基本方法就是” 全概率公式 + 独立性”

(1)

F (X1, Y ) = P{X ≤ x, Y ≤ y}

= P{X1 ≤ x,X3X1 + (1−X3)X2 ≤ y}
全概率公式
======== P{X1 ≤ x,X2 ≤ y,X3 = 0}+ P{X1 ≤ x,X1 ≤ y,X3 = 1}
独立性
===== P{X1 ≤ x}P{X2 ≤ y}1

2
+

1

2
P{X1 ≤ min (x, y)}

=
1

2
Φ(x)Φ(y) +

1

2
Φ(min (x, y))

(2) 方法一, 通过 Y 的分布函数确定

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{X3X1 + (1−X3)X2 ≤ y}

= (和 (1) 完全一致省去) . . .

= Φ(y)
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17.7 求一离散一连续随机变量函数的分布 第十七章 二维随机变量

方法二, 直接求边缘分布函数

FX(x) = P{X ≤ x} = F (X,+∞)

FY (y) = P{Y ≤ y} = F (+∞, Y )

FY (y) = F (∞, y) =
1

2
Φ(y) +

1

2
Φ(y) = Φ(y)

故 Y ∼ N(0, 1)
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第十八章 数字特征

18.1 期望与方差的计算

Remark. 期望与方差

期望的定义

(1) 设随机变量 X 的概率分布为 P{X = xi} = pi, i = 1, 2, . . . , 则 EX =
∑

i xipi

推广: 若 Y = g(X) 则 EY =
∑

i g(xi)pi

(2) 设随机变量 X 的概率密度为 f(x) 则 EX =
´ +∞
−∞ f(x)dx

推广: 若 Y = g(X) 则 EY =
´ +∞
−∞ g(x)f(x)dx

(3) 设二维随机变量 (X,Y ) 的联合概率分布为 P{X = xi, Y = yj} = pij, i, j = 1, 2, . . . 则

EZ =
∑

i

∑
j g(xi, yj)pij

(4) 设二维随机变量 (X,Y ) 的联合概率密度为 f(x, y), Z = g(X,Y ) 则

EZ =
´ +∞
−∞

´ +∞
−∞ g(x, y)f(x, y)dxdy

特别的 EX =
´ +∞
−∞

´ +∞
−∞ xf(x, y)dxdy, EY =

´ +∞
−∞

´ +∞
−∞ yf(x, y)dxdy

期望的性质

(1) E(aX + bY + c) = aE(X) + bE(Y ) + c

(2) EXY = EX · EY ⇐⇒ X 与 Y 不相关

特别的若 X 与 Y 相互独立, 由 EXY = EXEY

方差的定义

(1) DX = E(X − EX)2 = EX2 − (EX)2

方差的性质

(1) D(aX + c) = a2DX

110



18.1 期望与方差的计算 第十八章 数字特征

(2) D(X ± Y ) = DX +DY ± 2Cov(X,Y )

推论 D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) ⇐⇒ X 与 Y 不相关

特别的, 若 X 与 Y 独立, 则有 D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )

(3) 若 X 与 Y 独立, 则 DXY = DXDY + (EX)2DY + (EY )2DX

1. 设随机变量 X 的概率密度为 f(x) = 1
π(1+x2)

,−∞ < x < ∞, 则 E[min{|X|, 1}] =____.

Solution.

E [min (|X|, 1)] =
ˆ +∞

−∞
min (|x|, 1)f(x)dx

= 2

ˆ +∞

0

min (|x|, 1)f(x)dx

= 2(

ˆ 1

0

xf(x)dx+

ˆ +∞

1

f(x)dx)

=
1

π
ln (1 + x2) |10 +

2

π
arctanx |+∞

1

=
1

π
ln 2 +

1

2

2. (2016, 数三) 设随机变量 X 与 Y 相互独立,X ∼ N(1, 2),Y ∼ N(1, 4), 则 D(XY ) =

(A) 6 (B) 8 (C) 14 (D) 15

Solution.

(方法一) 通过计算方法做

DXY = E(XY )2 − (EXY )2

= EX2 · EY 2 − (EXEY )2

= [DX + (EX)2][DY + (EY )2]− (EXEY )2

= 3× 5− 1 = 14

(方法二) 用结论

DXY = DXDY + (EX)2DY + (EY )2DX

= 8 + 4 + 2 = 14
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18.1 期望与方差的计算 第十八章 数字特征

3. 设随机变量 X 与 Y 同分布, 则 E
(

X2

X2+Y 2

)
=____

Solution. 由轮换对称性有

E

(
X2

X2 + Y 2

)
= E

(
Y 2

X2 + Y 2

)
=

1

2
E

(
X2 + Y 2

X2 + Y 2

)
=

1

2

总结

若 X,Y 同分布, 则 X,Y 具有相同的 F, f, E,D, 上题的推广结论

若X1, X2 . . . , Xn同分布, 则E

(
X2

1

X2
1 + . . .+X2

n

)
=

1

n

4. 设随机变量 X 与 Y 相互独立,X ∼ P (λ1),Y ∼ P (λ2), 且 P{X + Y > 0} = 1 − e−1, 则

E(X + Y )2 =____.

Solution. 利用参数可加性可知,X + Y ∼ P (λ1 + λ2), 由 P{X + Y > 0} = 1 − e−1 =

1−P{X = 0} =⇒ λ1+λ2 = 1, 则 E(X+Y )2 = D(X+Y )+(E(X+Y ))2 = 1+1 = 2

5. 设随机变量 X 与 Y 相互独立,X ∼ E(1
3
), Y ∼ E

(
1
6

)
, 若 U = max{X,Y },

V = min{X,Y }, 则 EU =____,EV =____.

Solution. EV 是比较好求的, 由参数可加性有 V ∼ E(1
2
)

方法一利用二维概率密度计算：

由 X,Y 独立, 知 f(x, y) = fX(x)fY (y), 则

EU =

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
max (x, y)f(x, y)dxdy = . . . = 7

方法二求 U 的概率密度：

由 U = max (X,Y ) 知 FU(u) = F1F2 =⇒ fu = f1F2 + F1f2

EU =

ˆ +∞

−∞
ufudu = . . . = 7

方法三利用性质

E(U + V ) = E(X + Y ) = EX + EY = 3 + 6 = 9

EV = 2 =⇒ EU = 7
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18.1 期望与方差的计算 第十八章 数字特征

总结

若 U = max{X,Y },V = min{X,Y }, 则 E(U + V ) = E(X + Y ), E(UV ) = E(XY )

独立同分布随机变量的最大值与最小值的分布函数, 由如下结果

令 Z = max (X1, X2, . . . , Xn), 则

FZz = FX1FX2 . . . FXn

令 Z = min (X1, X2, . . . , Xn), 则

FZz = 1− [(1− F(X2))][(1− F(X2))] . . . [(1− F(Xn))]

6. (2017, 数一) 设随机变量 X 的分布函数为 F (x) = 0.5Φ(x) + 0.5Φ
(
x−4
2

)
, 其中 Φ(x) 为

标准正态分布函数, 则 EX =____

Solution.

(方法一) f(x) = 1
2
ϕ(x) + 1

2
ϕ(x−4

2
), 则 EX =

´ +∞
−∞ f(x)dx = 2

(方法二) 考虑 F (X1) = 0.5Φ(x), F (X2) = 0.5Φ(x−4
2
), 则由第二章的结论 aF1+bF2, (a, b >

0, a+ b = 1) 的时候也是分布函数, 故 EX = 1
2
EX1 +

1
2
EX2 = 0 + 4

2
= 2

7. 设随机变量 X ∼ N(0, 1), 则 E|X| =____,D|X| =____.

Solution.

E|X| =
ˆ +∞

−∞
|x|ϕ(x)dx

= 2

ˆ +∞

0

xϕ(x)dx

=
−2√
2π

ˆ +∞

0

e−
x2

2 d(−x2

2
)

=

…
2

π

D|X| = E(|X|)2 − (E|X|)2

= EX2 − (E|X|)2

= DX + (EX)2 − (E|X|)2

= 1− 2

π
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总结

(1) 若 X ∼ N(0, 1), 则 E|X| =
»

2
π
, D|X| = 1− 2

π

(2) 若 X ∼ N(0, σ2), 则 E|X| =
»

2
π
· σ,D|X| = (1− 2

π
) · σ2

(3) 若 X ∼ N(µ, σ2), 则 E|X − µ| =
»

2
π
· σ,D|X| = (1− 2

π
) · σ2

8. 设随机变量 X 与 Y 相互独立, 均服从 N(µ, σ2), 求 E[max{X,Y }],E[min{X,Y }].

Solution. 由 X,Y 独立, 有 X − Y ∼ N(0, 2σ2),E |X − Y | = 2σ√
π

由下述总结, 可知所求期望为

E [max{X,Y }] = 1

2
[E(X) + E(Y ) + E |X − Y |] = µ+

σ√
π

E [min{X,Y }] = 1

2
[E(X) + E(Y )− E |X − Y |] = µ− σ√

π

总结

关于最大值最小值函数的拆法

max{X,Y } = X+Y+|X−Y |
2

min{X,Y } = X+Y−|X−Y |
2

9. 设独立重复的射击每次命中的概率为 p,X 表示第 n 次命中时的射击次数, 求 EX,DX.

Solution. Pascal 分布 (负二项分布), 关键在于分解随机变量, 设 Xi 表示第 i − 1 次

命中到 i 命中所需要的射击次数, 则有 X1, X2, . . . 之间相互独立, 且 Xi ∼ G(p), 对于

X = X1 +X2 . . . Xn, 故

EX = EX1 + EX2 + . . .+ EXn =
n

p

DX = DX1 +DX2 + . . .+DXn =
n(1− p)

p2

10. (2015, 数一、三) 设随机变量 X 的概率密度为 f(x) =


2−x ln 2, x > 0

0, x ≤ 0

, 对 X 进行独

立的观测, 直到第 2 个大于 3 的观测值出现时停止, 记 Y 为观测次数。
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18.2 协方差的计算 第十八章 数字特征

(a) 求 Y 的概率分布;

(b) 求 EY .

Solution. 不妨令 p = P{X > 3} =
´ +∞
3

2−x ln 2dx = 1
8

(1)

P{Y = k} = C1
k−1p

2(1− p)k−2

= (k − 1)(
1

8
)2(

7

8
)k−2, k = 2, 3, . . .

(2)

EY =
∞∑
k=2

kP{Y = k}

= p2
∞∑
k=2

k(k − 1)(1− p)k−2

幂级数求和
======== . . .

= 16

也可以用 Pascal 分布的结论直接得出 EX = 2
1
8

= 16

18.2 协方差的计算

Remark. 协方差

协方差的定义 Cov(X,Y ) = E [(X − EX)(Y − EY )] = E(XY )− EX · EY

协方差的性质

(1) Cov(X,Y ) = Cov(Y,X), Cov(X,X) = DX

(2) Cov(aX + bY + c, Z) = aCov(X,Z) + bCov(Y, Z)

11. 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的简单随机样本。若 DX = 4, 正整数 s ≤ n,t ≤ n, 则

Cov
(
1

s

s∑
i=1

Xi,
1

t

t∑
j=1

Xj

)
=

(A) 4max{s, t} (B) 4min{s, t} (C)
4

max{s, t} (D)
4

min{s, t}
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Solution.

Cov
(
1

s

s∑
i=1

Xi,
1

t

t∑
j=1

Xj

)
=

1

st
[Cov(X1, X1) + Cov(X1, X2) + . . .

+ Cov(X2, X1) + . . .+ Cov(Xs, Xt)]

Cov(Xi,Xi)=DXi,Cov(Xi,Xj)=0
======================

min (s, t)

st
·DX

=
4

max (s, t)

来自总体 X 的简单随机样本必然是独立同分布的.

12. (2005, 数三) 设 X1, X2, · · · , Xn(n > 2) 为来自总体 N(0, σ2) 的简单随机样本, 样本均值

为 X̄。记 Yi = Xi − X̄,i = 1, 2, · · · , n。

(1) 求 Yi 的方差 DYi,i = 1, 2, · · · , n;

(2) 求 Y1 与 Yn 的协方差 Cov(Y1, Yn);

(3) 若 c(Y1 + Yn)
2 为 σ2 的无偏估计量, 求常数 c.

Solution.

(1) 方法一:

DYi = D(Xi − X̄)

= DXi +DX̄ − 2Cov(Xi, X̄)

EX̄=µ,DX̄=σ2/n
============ σ2 +

σ2

n
− 2Cov(Xi,

1

n

n∑
i=1

Xi)

=
n− 1

n
σ2

方法二:

DYi = D(
n− 1

n
Xi −

1

n

n∑
i=j

Xj(j ̸= i))

= (
n− 1

n
)2σ2 − n− 1

n2
σ2

=
n− 1

n
σ2
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(2)

Cov(Y1, Yn) = Cov(X1, X̄,Xn − X̄)

= Cov(X1, Xn)− Cov(X1, X̄)− Cov(Xn − X̄) +DX̄

=
−σ2

n

(3) 由无偏性有 cE(Y1 + Yn)
2 = σ2 =⇒ c = σ2

E(Y1+Yn)2

E(Y1 + Yn)
2 = D(Y1 + Yn) + (EY1EYn)

2

= DY1 +DYn + 2Cov(Y1, Yn) + 0

=
2(n− 2)

n
σ2

故 c = n
2(n−2)

18.3 相关系数的计算

Remark. 相关系数

相关系数的定义 ρXY = Cov(X,Y )√
DX

√
DY

= EXY−EXEY√
DX

√
DY

相关系数的性质

(1) |ρXY | ≤ 1

(2) ρXY = 0 ⇐⇒ Cov(X,Y ) = 0 ⇐⇒ EXY = EXEY ⇐⇒ D(X + Y ) = DX +DY

(3) ρXY = 1 ⇐⇒ P{Y = aX+b} = 1(a > 0); ρXY = −1 ⇐⇒ P{Y = aX+b} = 1(a < 0)

13. (2016, 数一) 设试验有三个两两互不相容的结果 A1, A2, A3, 且三个结果发生的概率均为

1
3
。将试验独立重复地做两次,X 表示两次试验中 A1 发生的次数,Y 表示两次试验中 A2

发生的次数, 则 X 与 Y 的相关系数为

(A) − 1

2
(B) − 1

3
(C)

1

3
(D)

1

2

Solution.

(方法一) 由题意有 X,Y 均服从 B(2, 1
3
), 而 P{XY = 1} = PX = 1, Y = 1 = C1

2(
1
3
)2, 且

P{XY = 0} = 7
9
, 故 XY 的概率分布如下所示

XY 0 1

P 7
9

2
9
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故 EXY = 2
9
, 进而可以求出 ρXY =

− 2
9

4
9

= −1
2

(方法二) 设 Z 为”A3 在两次试验中发生的次数”

由题意有 Z ∼ B(2, 1
3
), X + Y + Z = 2 而 D(X + Y ) = DX + DY + 2Cov(X,Y ) =

8
9
+ 2Cov(X,Y ), 其中 D(X + Y ) = D(2− Z) = DZ = 4

9
, 故 Cov(X,Y ) = −2

9

(方法三)

Cov(X,X + Y + Z) = DX + Cov(X,Y ) + Cov(X,Z)

轮换对称性
========

4

9
+ 2Cov(X,Y )

= Cov(X, 2) = 0 =⇒ Cov(X,Y ) = −2

9

14. 设随机变量 X ∼ B
(
1, 3

4

)
,Y ∼ B

(
1, 1

2

)
, 且 ρXY =

√
3
3
。

(a) 求 (X,Y ) 的联合概率分布;

(b) 求 P{Y = 1|X = 1}.

Solution. 这道题比较简单, 直接给答案

X/Y 0 1 Pi

0 1
4

0 1
4

1 1
4

1
2

3
4

Pj
1
2

1
2

1

P{Y = 1|X = 1} = 2
3

18.4 相关与独立的判定

Remark. 相关与独立性

(1) 一般来说独立是强于不相关的条件, 即 独立 =⇒ 不相关

(2) 对于二维正态分布有 独立 ⇐⇒ 不相关

(3) 对于 0-1 分布有 独立 ⇐⇒ 不相关
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Remark. 判断是否独立的基本方法

(1) P (AB) = P (A)P (B), 对于离散型选点, 对于连续型选区间

(2) 三个充要条件 ∀(x, y)或(i, j)F (x, y) = FXFY , f(x, y) = fXfY , P (ij) = P·iPj·

(3) ρXY ̸= 0 =⇒ X,Y 不独立

15. 设二维随机变量 (X,Y ) 服从区域 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ a2} 上的均匀分布, 则

(A) X 与 Y 不相关, 也不相互独立 (B) X 与 Y 相互独立

(C) X 与 Y 相关 (D) X 与 Y 均服从 U(−a, a)

Solution. 这道题可以记结论, 对于均匀分布若其区域不为 (a, b) × (c, d) 的矩形, 则必

然不独立, 其中 X ∈ (a, b), Y ∈ (c, d)

正常来做的话, 步骤如下

f(x, y) =


1

πa2
, (x, y) ∈ D

0, (x, y) /∈ D

EX =

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy 对称性

===== 0

同理根据对称性可知 EXY = EX = EY = 0, 故 X,Y 一定不相关, 现在求 X,Y 的边

缘分布概率密度, 有

fX(x) =

ˆ +∞

−∞
f(x, y)dy =


2

πa2

√
a2 − x2, x ∈ (−a, a)

0, x /∈ (−a, a)

同理可以求出

fY (y) =

ˆ +∞

−∞
f(x, y)dx =


2

πa2

√
a2 − y2, y ∈ (−a, a)

0, y /∈ (−a, a)

显然 fY fX ̸= f(x, y) 故 X,Y 不独立.

16. 设随机变量 X 的概率密度为 f(x) = 1
2
e−|x|,−∞ < x < +∞。

(a) 求 X 的期望与方差;

(b) 求 X 与 |X| 的协方差, 问 X 与 |X| 是否不相关?

(c) 问 X 与 |X| 是否相互独立? 并说明理由.
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Solution.

(1)

EX =

ˆ +∞

−∞
xf(x)dx = 0

EX2 =

ˆ +∞

−∞
x2f(x)dx =

ˆ +∞

0

x2e−xdx = 2

DX = EX2 − (EX)2 = 2

(2)

E(X|X|) =
ˆ +∞

−∞
|X|Xf(x)dx = 0 = EXE|X| =⇒ ρX|X| = 0, Cov(X, |X|) = 0

(3) 设 A = {0 < X < 1}, B = {|X| < 1}, 故

P (AB) = P{0 < X < 1, |X| < 1} = P{0 < X < 1} = P (A)

而 P (B) < 1 是显然的, 故 P (AB) ̸= P (A)P (B), 即 X|X| 不独立
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第十九章 大数定律与中心极限定理

Remark. 三个考点

(1) 切比雪夫不等式

P{|X − EX| ≥ ϵ} ≤ DX

ϵ2
,或者P{|X − EX| < ϵ} > 1− DX

ϵ2

(2) 大数定理
1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ E Xi

(3) 中心极限定理
n∑

i=1

Xi ∼ N(nµ, nσ2)

1. (2022, 数一) 设随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立同分布,µk = E(Xk
i )(k = 1, 2, 3, 4)。由

切比雪夫不等式, 对任意 ε > 0, 有 P
{∣∣ 1

n

∑n
i=1 X

2
i − µ2

∣∣ ≥ ε
}
≤

(A)
µ4 − µ2

2

nε2
(B)

µ4 − µ2
2√

nε2
(C)

µ2 − µ2
1

nε2
(D)

µ2 − µ2
1√

nε2

Solution. 首先需要确定 E( 1
n

∑n
i=1 X

2
i ) 是否等于 µ2 显然, 所以这个式子满足切比雪夫

不等式, 故根据切比雪夫不等式有

原式 ≥
D( 1

n

∑n
i=1 X

2
i )

ϵ2
=

µ4 − µ2
2

nϵ2

2. (2022, 数一) 设随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立同分布,Xi 的概率密度为

f(x) =


1− |x|, |x| < 1

0, 其他

则当 n → ∞ 时, 1
n

∑n
i=1 X

2
i 依概率收敛于?.
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第十九章 大数定律与中心极限定理

Solution. 由大数定理有 1
n

∑n
i=1 X

2
i

P−→ EX2
i , 又期望的定义有

EX2
i = 2

ˆ 1

0

x2(1− x)dx =
1

6

3. (2020, 数一) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的简单随机样本,P{X = 0} = P{X =

1} = 1
2
,Φ(x) 表示标准正态分布函数。利用中心极限定理得 P

¶∑100
i=1 Xi ≤ 55

©
的近似值

为

(A) 1− Φ(1) (B) Φ(1) (C) 1− Φ(0.2) (D) Φ(0.2)

Solution. 由中心极限定理有
∑100

i=1 Xi ∼ N(50, 25) 标准化后所求概率为

P{X − 50

5
≤ 1} =⇒ Φ(1)
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第二十章 统计初步

20.1 求统计量的抽样分布

Remark. 样本均值与方差

X̄ =
1

n

∑
i=1

nXi, S
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

EX̄ = µ,DX̄ = σ2

n
, ES2 = σ2来自同一总体的样本均值与方差是独立的

有偏估计量 S2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 其 ES2

n = n−1
n
σ2

统计的三大分布

χ2 分布的定义

设随机变量 X1, X2, . . . , Xn 相互独立, 均服从 N(0, 1) 称 χ2 = X2
1 +X2

2 + . . .+X2
n 服从自

由度为 n 的 χ2 分布, 记 χ2 ∼ χ2(n), 特别的若 X ∼ N(0, 1), 则 χ2 ∼ χ2(1)

χ2 分布的性质

(1) 参数可加性 设 χ2
1 与 χ2

2 相互独立, 且 χ2
1 ∼ χ2(n), χ2

2 ∼ χ2(m) 则 χ2
1+χ2

2 ∼ χ2(n+m)

(2) 设 χ2 ∼ χ2(n) 则 Eχ2 = n,Dχ2 = 2n

F 分布的定义

设随机变量 X 和 Y 相互独立, 且 X ∼ χ2(n1), Y ∼ χ2(n2), 称 F = X/n1

Y /n2
服从自由度为

n1, n2 的 F 分布, 记作 F ∼ F (n1, n2)

F 分布的性质

(1) 设 F ∼ F (n1, n2), 则 1
F
∼ F (n2, n1)

(2) F1−α(n2, n1) =
1

Fα(n1,n2)

t 分布的定义 设随机变量 X 和 Y 相互独立,X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n), 则称 T = X√
Y /n

服从自由度为 n 的 t 分布, 记作 T ∼ t(n)

t 分布的性质
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20.1 求统计量的抽样分布 第二十章 统计初步

(1) 设 T ∼ t(n), 则 T 2 ∼ F (1, n), 1
T 2 ∼ F (n, 1)

(2) t1−α(n) = −tα(n)

Remark. 单正态总体与双正态总体

单正态总体

设 X1, X2, . . . , Xn 为来自总体 X ∼ N(µ, σ2) 的简单随机样本,X̄ 与 S2 分别为样本均值与

样本方差, 则

(1) X̄−µ
σ/

√
n
∼ N(0, 1), 即 X̄ ∼ N(µ, σ2/n)

(2) (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n− 1) 即 1
σ2

∑n
i=1(Xi − X̄)2 ∼ χ2(n− 1), 且 X̄ 与 S2 相互独立

(3) X̄−µ
S/

√
n
∼ t(n− 1)

双正态总体

设总体 X ∼ N (µ1, σ
2
1) , 总体 Y ∼ N (µ2, σ

2
2) , X1, X2, · · · , Xn1 与 Y1, Y2, · · · , Yn2 分别为

来自总体 X 与 Y 的简单随机样本且相互独立, 样本均值分别为 X̄, Ȳ , 样本方差分别为

S2
1 , S

2
2 , 则

(4) X̄−Ȳ−(µ1−µ2)…
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N (0, 1);

(5) S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2
∼ F (n1 − 1, n2 − 1) ;

(6) 当 σ2
1 = σ2

2 时, X̄−Ȳ−(µ1−µ2)

Sω

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t (n1 + n2 − 2) , 其中 Sω =
√

(n1−1)S2
1+(n2−1)S2

2

n1+n2−2
.

1. (2013, 数一) 设随机变量 X ∼ t(n),Y ∼ F (1, n)。给定 α(0 < α < 0.5), 常数 c 满足

P{X > c} = α, 则 P{Y > c2} =

(A) α (B) 1− α (C) 2α (D) 1− 2α

Solution. 这道题考察的是 t 分布的对称性, 由题有

Y =
χ2(1)

χ2(n)
X =

N(0, 1)√
χ2(n)/n

则有 X2 = Y , 所求概率就变成 P{X2 > c2} 由 t 分布的对称性有 P{X2 > c2} = 2α

总结

正态分布与 t 分布具有相似的概率密度图像,F 分布与 χ2 分布也有类似的图像.
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20.2 求统计量的数字特征 第二十章 统计初步

2. 设 X1, X2, · · · , X9 为来自总体 N(µ, σ2) 的简单随机样本,Y1 =
1
6
(X1+X2+· · ·+X6),Y2 =

1
3
(X7 +X8 +X9),S2 = 1

2

∑9
i=7(Xi − Y2)

2, 求
√
2(Y1−Y2)

S
的分布.

Solution. 这种题就是一步一步反推, 注意凑题目要求的结果即可

Y1 =
1
6

∑6
i=1 Xi ∼ N(µ, σ

2

6
) 同理 Y2 ∼ N(µ, σ

2

3
)

由 Y1, Y2 独立, 知道 Y1 − Y2 ∼ N(0, σ
2

2
) =⇒ Y1−Y2

σ/
√
2
∼ N(0, 1)

又有 2s2

σ2 ∼ χ2(2), 故
Y1 − Y2√

σ2/2
»

2s2

σ2 /2
=

√
2(Y1 − Y2)

s
∼ t(2)

20.2 求统计量的数字特征

3. 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 N(µ, σ2) 的简单随机样本, 则

E

 n∑
i=1

Xi ·
n∑

j=1

(
nXj −

n∑
k=1

Xk

)2
 =

Solution. 这道题就是个凑系数化简, 过程省去 原式 = n3(n− 1)µσ2

4. 设 X1, X2, · · · , X9 为来自总体 N(0, σ2) 的简单随机样本, 样本均值为 X̄, 样本方差为

S2。

(1) 求 9X̄2

S2 的分布

(2) 求 E[(X̄2S2)2];

Solution.

(1) 和例题 3 一致, 过程省去 9X̄2

S2 ∼ F (1, 8)

(2) 对于这种高幂次的一般都需要考虑用 χ2 的结论

E
[
(X̄2S2)2

]
= EX̄4 · ES4

=
[
DX̄2 + (EX̄2)2

] [
DS2 + (ES2)2

]
=

5

107
σ8

又 9X̄2

σ2 ∼ χ2(1) =⇒ DX̄2 = 2σ4

81
同理有 DS2 = σ4

4

125



第二十一章 参数估计

21.1 求矩估计与最大似然估计

Remark. 矩估计与最大似然估计

矩估计

令 EXk = 1
n

∑n
i=1 X

k
i 或者 E(X − EX)k = 1

n

∑n
i=1(Xi − X̄)k, k = 1, 2, . . . 得到 θ1, θ2 . . .

的矩估计量


EX = X̄, 一个参数

EX2 = 1
n

∑n
i=1 X

2
i 两个参数

最大似然估计

(1) 对样本点 x1, x2 . . . , xn, 似然函数为 L(θ)


∏n

i=1 p(xi; θ)∏n
i=1 f(xi; θ)

(2) 似然函数两端取对数求导

(3) 令 d lnL(θ)
dθ = 0 就可以得到 θ 的最大似然估计值

一个关于规范的小提示, 如果问估计值用小写字母 (样本值), 问估计量用大写字母 (随机

变量)

1. (2002, 数一) 设总体 X 的概率分布为

X 0 1 2 3

P θ2 2θ(1− θ) θ2 1− 2θ

其中 0 < θ < 1
2
为未知参数, 利用总体 X 的如下样本值 3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3, 求 θ 的矩估计

值与最大似然估计值。

Solution.
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21.1 求矩估计与最大似然估计 第二十一章 参数估计

(矩估计) 这道题只有一个参数, 只需要用一阶矩估计 EX = 2θ(1− θ)+2θ2+3−6θ = X̄,

其中 X̄ = 16
8
= 2, 故 θ 的矩估计值 θ̂ = 1

4

(最大似然估计) 对于样本 3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3, 似然估计函数为

L(θ) = 4θ6(1− θ)2(1− 2θ)4

令 d ln θ
dθ = 0 有 θ = 7+

√
13

12
又 0 < θ < 1

2
, 故最终 θ = 7−

√
13

12

2. (2011, 数一) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自正态总体 N(µ, σ2) 的简单随机样本, 其中 µ 已

知,σ2 > 0 未知, 样本均值为 X̄, 样本方差为 S2。

(1) 求 σ2 的最大似然估计量 σ̂2;

(2) 求 E(σ̂2) 与 D(σ̂2)。

Solution.

(1) 对于样本 X1, . . . , Xn 其最大似然函数为

L(σ2) =
n∏

i=1

1√
2πσ

e−
(xi−µ)2

2σ2

注意参数为 σ2, 令 d lnσ2

dσ2 = 0, 有 σ̂2 = 1
n

∑
i=1 n(Xi − µ)2

(2) 这种题优先考虑 χ2 分布的期望与方差结论, 有题 (1) 有

Xi − µ

σ
∼ N(0, 1) =⇒

n∑
i=1

(
Xi − µ

σ

)2

∼ χ2(n)

故 E(σ̂2) = σ2, D(σ̂2) = 2σ4

n

3. (2022, 数一、三) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自期望为 θ 的指数分布总体的简单随机样

本,Y1, Y2, · · · , Ym 为来自期望为 2θ 的指数分布总体的简单随机样本, 两个样本相互独

立。利用 X1, X2, · · · , Xn 与 Y1, Y2, · · · , Ym,

(1) 求 θ 的最大似然估计量 θ̂;

(2) 求 D(θ̂)。

Solution. 这是双总体, 但基本上和单总体一致, 不要被唬住了哦!
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21.2 估计量的评价标准 第二十一章 参数估计

(1) 由题有 X ∼ E(1
θ
), Y ∼ E( 1

2θ
), 故其概率密度分别为

fX(x) =


1
θ
e−

x
θ , x > 0

0, x ≤ 0

fY (y) =


1
2θ
e−

y
2θ , y > 0

0, x ≤ 0

则对于样本 X1, X2, . . . , Xn 与 Y1, Y2, . . . , Yn, 最大似然估计函数为

L(θ) = (
1

2
)mθ−(m+n)e−

1
θ
(
∑n

i=1 Xi+
1
2

∑m
j=1 Yj)

则令 d ln θ
dθ = 0, 有 θ̂ = 1

n+m
(
∑n

i=1 Xi +
1
2

∑m
j=1 Yj)

(2)

D(θ̂) = (
1

m+ n
)2D(

n∑
i=1

Xi +
1

2

m∑
j=1

Yj)

=
θ2

m+ n

21.2 估计量的评价标准

Remark. 估计量的评价标准

(1) (无偏性) 设 θ̂ 为 θ 的估计量, 若 Eθ̂ = θ 则称其为 θ 无偏估计量

(2) (有效性) 设 θ̂1, θ̂2 为 θ 的无偏估计, 若 D(θ̂1) < D(θ̂2) 则称 θ̂1 比 θ̂2 更有效

(3) 设 θ̂ 为 θ 的估计量, 若 θ̂ 依概率收敛于 θ, 则称 θ̂ 为 θ 一致 (相合) 估计量

一致性的考点在于— 1
n

∑ P−→ E

4. 设总体 X 的概率密度为

f(x) =


2e−2(x−θ), x > θ

0, x ≤ θ

其中 θ > 0 为未知参数,X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的简单随机样本。

(1) 求 θ 的最大似然估计量 θ̂;

(2) 问 θ̂ 是否为 θ 的无偏估计量？并说明理由。
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21.2 估计量的评价标准 第二十一章 参数估计

Solution.

(1) 对于样本 X1, X2, . . . , Xn 的最大似然估计函数为

L(θ) =
n∏

i=1

2e−2(xi−θ) = 2ne−
∑n

i=1(xi−θ)

显然 L(θ) 关于 θ 是单调递增的, 则根据最大似然的定义, 应该取使得 L(θ) 最大的值, 而

由题目有 X1 > θ,X2 > θ, . . ., 故 θ̂ = min {X1, X2 . . . , Xn}

(2) 由概率密度函数有 FX(x) =
´ x
−∞ f(t)dt, 故

FX(x) =

ˆ x

−∞
f(t)dt =


1− e−2(x−θ), x > θ

0, x ≤ θ

故 Fmin = 1− [1− FX(x)]
n 即

Fmin =


1− e−2n(x−θ), x > θ

0, x ≤ θ

故

fmin =


2ne−2n(x−θ), x > θ

0, x ≤ θ

由期望的定义有

Eθ̂ =

ˆ +∞

θ

2nxe−2n(x−θ) = θ +
1

2n

5. (2010, 数一) 设总体 X 的概率分布为

X 1 2 3

P 1− θ θ − θ2 θ2

其中参数 θ ∈ (0, 1) 未知,Ni 表示来自总体 X 的简单随机样本 (样本容量为 n) 中等于 i

的个数 (i = 1, 2, 3) 求常数 a1, a2, a3 使得 T =
∑3

i=1 aiNi 为 θ 的无偏估计量, 并求 T 的

方差.
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21.3 区间估计与假设检验 第二十一章 参数估计

Solution. 由题可知 Ni ∼ B(n, p), 具体来说有
N1 ∼ B(n, 1− θ)

N2 ∼ B(n, θ − θ2)

N3 ∼ B(n, θ2)

且有 N1 +N2 +N3 = n

故 ET =
∑3

i=1 aiENi = n [a1 + (a2 − a1)θ + (a3 − a2)θ
2] = θ, 只需要令

a1 = 0

a2 =
1
n

a3 =
1
n

求 DT = 1
n2D(n−N1) =

1
n2DN1 =

θ(1−θ)
n

21.3 区间估计与假设检验
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第二十二章 补充知识-高等数学

补充知识来自于

(1) 菲砖

(2) 做题总结
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第二十三章 补充知识-线性代数

补充知识来自于

(1) 线性代数入门

(2) 做题总结
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第二十四章 补充知识-概率论

补充知识来自于

(1) 概率论与数理统计 茆诗松

(2) 做题总结

24.1 配对问题

问题描述: 在一个有 n 个人参加的晚会, 每个人带来一件礼物, 且规定每个人带的礼物都

不相同. 晚会期间各人从放在一起的 n 件礼物中随机抽取一件, 问至少有一个人自己抽到自己

的礼物的概率是多少?

Solution. (配对问题)

设 Ai 为事件: 第 i 个人自己抽到自己的礼物,i = 1, 2, . . . , n 所求概率为

P (A1) = P (A2) = . . . = P (An) =
1

n

P (A1A2) = P (A1A3) = . . . = P (An−1An) =
1

n(n− 1)

P (A1A2A3) = P (A1A2A4) = . . . = P (An−2An−1An) =
1

n(n− 1)(n− 2)

. . .

P (A1A2A3 . . . An) =
1

n!
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24.2 几个概率的不等式 第二十四章 补充知识-概率论

再由概率的加法公式 (容斥原理) 得

P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) =
n∑

i=1

P (Ai)−
n−1∑
i=1

P (AiAi+1) +
n−2∑
i=1

P (AiAi+1Ai+2)

+ . . .+ (−1)n−1P (A1A2 . . . An)

= C1
n

1

n
− C2

n

1

n(n− 1)
+ . . .+ (−1)n−1Cn

n

1

n!

= 1− 1

2!
+

1

3!
+ . . .+ (−1)n−1 1

n!

当 n → ∞, 上述概率由 ex =
∑∞

n=0
xn

n!
, 则

P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) = 1− e−1 ≈ 0.6321

24.2 几个概率的不等式

1. P (AB) ≥ P (A) + P (B)− 1

2. P (A1A2 . . . An) ≥ P (A1) + P (A2) + . . .+ P (An)− (n− 1) (Boole 不等式)

3. |P (AB)− P (A)P (B)| ≤ 1
4

Proof. 相关证明如下:

(1) 由于 P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (AB) ≤ 1 =⇒ P (AB) ≥ P (A) + P (B)− 1

(2) 采用数学归纳法证明, 对于 n = 2, 即不等式 (1) 已经证明, 不妨假设对于 n = k 个事件, 不

等式成立, 即

P (A1A2 . . . Ak) ≥ P (A1) + P (A2) + . . .+ P (Ak)− (k − 1)

考虑 n = k + 1 个事件 A1A2 . . . Ak+1, 不妨令 B = A1A2 . . . Ak, 则

P (A1A2 . . . AkAk+1) = P (BAk+1) ≥ P (B)+P (Ak+1)−1 ≥ P (A1)+P (A2)+ . . .+P (Ak+1)−(k)

由数学归纳法可知, 原不等式成立

(3) 由 P (A) ≥ P (AB), P (B) ≥ P (AB), 则 P (A)P (B) ≥ P (AB)2, 则

P (AB)− P (A)P (B) ≤ P (AB)− P (AB)2 = P (AB)(1− P (AB))
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24.3 轮流射击模型 第二十四章 补充知识-概率论

令 x = P (AB), 则 f(x) = x(1− x), 当 x = 1
2
时, 取得 f(x)max = 1

4
即

P (AB)− P (A)P (B) ≤ 1

4

由于 P (AB) + P (AB̄) = P (A), 即 P (AB) = P (A)− P (AB̄) 则

P (A)P (B)− P (AB) = P (A)P (B)− P (A) + P (AB̄) = P (AB̄)− P (A)P (B̄) ≤ 1

4

即

P (AB)− P (A)P (B) ≥ 1

4

综上原不等式成立

24.3 轮流射击模型

问题描述: 有两名选手比赛设计, 轮流对同一个目标进行射击, 甲命中目标的概率为 α, 乙

命中的概率为 β. 甲先射, 谁先设中谁获胜. 问甲乙两人获胜的概率各是多少?

Solution.

(方法一) 记事件 Ai 为第 i 次射中目标,i = 1, 2, . . ., 因为甲先射, 所以甲获胜可以表示为

A1 ∪ Ā1Ā2A3 ∪ . . . .

由于事件独立, 则甲获胜的概率为

P (甲获胜) = α + (1− α)(1− β)α + (1− α)2(1− β)2α2 . . .

= α

∞∑
i=0

(1− α)i(1− β)i

=
α

1− (1− α)(1− β)

同理, 乙获胜的概率为

P (乙获胜) = (1− α)β + (1− α)(1− β)(1− α)β + . . .

= β(1− α)
∞∑
i=0

(1− α)i(1− β)i

=
β(α− 1)

1− (1− α)(1− β)
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(方法二) 由于射击是独立, 所有有如下条件

P (甲获胜) = α + (1− α)(1− β)P (甲获胜)

前面失败的情况并不影响后续获胜 (无记忆性), 则可以直接解出甲获胜的概念

P (甲获胜) =
α

1− (1− α)(1− β)

P (乙获胜) = 1− P (甲获胜) =
β(α− 1)

1− (1− α)(1− β)

24.4 补充: 随机变量的矩

设 (X,Y ) 是二维随机变量, 如果 E(XkY l) 存在, 则称 E(Xk), (k = 1, 2 . . .) 为 X 的 k 阶

原点矩; 称 E(X − EX)k, k = (2, 3, . . .) 为 X 的 k 阶中心矩; 称 E(XkY l), (k, l = 1, 2, . . .) 为

X 与 Y 的 k + l 阶混合原点矩; 称 E[(X − EX)k(YEY )l, (k, l = 1, 2, . . .)] 为 X,Y 的 k + l 阶

混合中心矩
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