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第一章 高等数学

1.1 极限与连续

1. ⋆设函数 f(x) = cos (sinx), g(x) = sin (cosx)当 x ∈
(
0,

π

2

)
时 ( )

A.f(x)单调递增,g(x)单调递减 B.f(x)单调递减,g(x)单调递增

C.f(x), g(x)均单调递减 D.f(x), g(x)均单调递增

2. ⋆⋆讨论函数 f(x) = lim
x→∞

xn+2 − x−n

xn + x−n
的连续性

3. ⋆⋆ 设 f(x) 在 [a, b] 上连续, 且 a < c < d < b 证明: 在 (a, b) 内必定存在一点 ξ 使得

mf(c) + nf(d) = (m+ n)f(ξ),其中m,n为任意给定的自然数

4. ⋆⋆设 x1 =
√
a(a > 0), xn+1 =

√
a+ xn证明 lim

n→∞
xn存在,并求出其值.

5. ⋆ ⋆ ⋆设 x1 = a ≥ 0, y1 = b ≥ 0, a ≤ b, xn+1 =
√
xnyn, yn+1 =

xn + yn
2

(n = 1, 2, . . .)证明

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn

6. ⋆⋆设 {xn}为数列,则下列数据结论正确的是 ( )

¬ 若 {arctanxn}收敛,则 {xn}收敛

­ 若 {arctanxn}单调,则 {xn}收敛

® 若 xn ∈ [−1, 1],且 {xn}收敛,则 {arctanxn}收敛

¯ 若 xn ∈ [−1, 1],且 {xn}单调,则 {arctanxn}收敛

A.¬­ B.®¯ C.¬® D.­¯

7. ⋆极限 lim
x→0

(cosx− ex
2
) sinx2

x2

2
+ 1−

√
1 + x2

=____

8. ⋆设 an =
3

2

ˆ n
n+1

0

xn−1
√
1 + xndx,则 lim

n→∞
nan=____

1



1.2 一元函数微分学/积分学 (除证明题)/多元函数微分学 第一章 高等数学

9. ⋆⋆设 lim
x→0

a [x] +
ln
(
1 + e

2
x

)
ln
(
1 + e

1
x

)
 = b则 a=___,b=___

10. ⋆设 x1 = 1, x2 = 2, xn+2 =
1

2
(xn + xn+1),求 lim

n→∞
xn

11. ⋆ ⋆ ⋆设 f(x)在 [0, 1]上连续,且 f(0) = f(1)证明

(I) 至少存在一点 ξ ∈ (0, 1)使得 f(ξ) = f(ξ +
1

2
)

(II) 至少存在一点 ξ ∈ (0, 1)使得 f(ξ) = f(ξ +
1

n
)(n ≥ 2, n ∈ N)

12. ⋆ ⋆ ⋆⋆(2011.数一)

(I) 证明 1

n+ 1
< ln (1 +

1

n
) <

1

n

(II) 证明极限 lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n
− lnn

)
存在

1.2 一元函数微分学/积分学 (除证明题)/多元函数微分学

1. ⋆设 f ′
x(x0, y0), f

′
y(x0, y0)均存在,则下列结论正确的是 ( )

A. lim
x→x0
y→y0

f(x, y)存在 B.f(x, y)在 (x0, y0)处连续

C. lim
x→x0

f(x, y0)存在 D.f(x, y)在去心邻域 (x0, y0)内有定义

2. ⋆设 z = (1 + xy)y,则 dz
∣∣
1,1

= ___

3. ⋆⋆设


y = f(x, t)

F (x, y, t) = 0

f, F 有一阶连续偏导数,则 dy
dx

= ____

4. ⋆⋆设 y = f(x, t), t = t(x, t)由方程 G(x, y, t) = 0确定,f,G可微,则 dy
dx

= ____

5. ⋆设 z = z(x, y)有方程 e2yz + x+ y2 + z =
7

4
确定,则 dz

∣∣
1
2
, 1
2

= ____

6. ⋆曲面 z = x2 + y2 − 1在点 P (2, 1, 4)处的且平面方程为 ___法线方程 ___

7. ⋆求 f(x, y) = (1 + ey) cosx− yey 的极值

8. ⋆⋆求双曲线 xy = 4与直线 2x+ y = 1之间的最短距离

1.3 空间解析几何/多元函数积分学

1. ⋆设向量 a⃗ = (1, 2, 1), b⃗ = (−1, 0, 2), c⃗ = (0, k,−3)共面,则 k = ___

2



1.4 常微分方程 第一章 高等数学

2. ⋆⋆设非零向量 α⃗, β⃗ 满足 α⃗− β⃗ 于 α⃗ + β⃗ 的模相等,则必有 ( )

A.α⃗− β⃗ = α⃗ + β⃗ B.α⃗ = β⃗ C.α⃗× β⃗ = 0⃗ D.α⃗ · β⃗ = 0

3. ⋆⋆直线 L1 :


x− 1 = 0

y = z

与 L2 :


x+ 2y = 0

z + 2 = 0

的距离 d = ___

4. ⋆⋆设 α, β均为单位向量,其夹角为 π

6
则 α+ 2β与 3α+ β为邻边的平行四边形的面积为

___

5. ⋆⋆设 α, β 是非零常向量,夹角为 π

3
,且 |β| = 2求 lim

x→0

|α + xβ| − |α|
x

= ___

6. ⋆求平行于平面 x+ y + z = 9且与球面 x2 + y2 + z2 = 4相切的平面方程.

7. ⋆设平面 π 过直线 L :


x+ 5y + z = 0

x− z + 4 = 0

且与平面 π1 : x − 4y − 8z + 12 = 0的夹角为

π

4
求平面 π的方程

8. ⋆求与直线 L1 : x+ 2 = 3− y = z + 1与 L2 :
x+ 4

2
= y =

z − 4

3
都垂直相交的直线方程

9. ⋆求直线 L1 :
x− 3

2
= y =

z − 1

0
与 L2 :

x+ 1

1
=

y − 2

0
= z的公垂线方程

10. ⋆⋆求直线 L :
x− 1

3
=

y − 2

4
=

z + 1

1
绕直线


x = 2

y = 3

旋转一周所得到的曲面方程

1.4 常微分方程

1.5 无穷级数

1.6 证明题

3



第二章 线性代数

2.1 行列式, 矩阵, 向量

2.2 线性方程组

2.3 矩阵特征值与特征向量, 二次型
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第三章 概率论

3.1 事件与概率, 随机变量及其分布

1.

3.2 多维随机变量

3.3 数字特征

3.4 后三章
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第四章 真题与模拟题

备注

▲表示难度,越多越难 ♦表示计算量,越多计算量越大

4.1 数学真题一网打尽

1. ▲▲求 lim
n→∞

(
sin π

n

n+ 1
+
sin 2π

n

n+ 1
2

+ . . .+
sin π
n+ 1

n

)
Solution

显然是一道夹逼定理的题目,但有几点需要注意.

原式 <
1

n

n∑
i=1

sin
i

n
π

n→∞
=====

ˆ 1

0

sin πxdx

放大这一方向是比较好想的,重点在于缩小.

原式 >
1

n+ 1

n∑
i=1

sin
i

n
π =

n

n+ 1
· 1
n

n∑
i=1

sin
i

n
π

n→∞
=====

ˆ 1

0

sin πxdx

ˆ 1

0

sin πx =
2

π

由夹逼定理有

lim
n→∞

原式 =
2

π

2. ▲▲设函数 f(x)在区间 [0, 1]连续,则
ˆ 1

0

f(x)dx = ( )

lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
2k − 1

2n

)
· 1

2n
A. lim

n→∞

n∑
k=1

f

(
2k − 1

2n

)
· 1
n

B.

6



4.1 数学真题一网打尽 第四章 真题与模拟题

lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
k − 1

2n

)
· 1
n

C. lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
k

2n

)
· 2
n

D.

解法一 正面突破

这道题显然是考察定积分的定义,但考察的比较细节.

i 其中 (A)(B)选项是将区间进行 n等分的划分,且取的是区间重点,如何得知呢?

考虑端点 0,
1

n
,
2

n
, . . . ,

k

n
,
k + 1

n
, . . . ,

n

n
而

k − 1

n
=

2k − 2

2n
<

2k − 1

2n
<

2k

2n
=

k

n

故由定积分的定义,此时有
ˆ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

f(
2k − 1

2n
) · 1

n

ii 其中 (C)(D)是将区间进行 2n等分的划分,取的分别是左/右端点,这并不影响

定积分形式,应该为
ˆ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

2n∑
k=1

f(
k

2n
) · 1

2n

解法二 选择题不客气!

取 f(x) = 1则
ˆ 1

0

1dx = 1,对应的选项可以直接计算,结果为

(A) 原式 = lim
n→∞

n∑
i=1

1

2n
=

1

2
̸= 1

(B) 原式 = lim
n→∞

n∑
i=1

1

n
= 1

(C) 原式 = lim
n→∞

2n∑
i=1

1

n
= 2 ̸= 1

(D) 原式 = lim
n→∞

2n∑
i=1

2

n
= 4 ̸= 1

7



4.1 数学真题一网打尽 第四章 真题与模拟题

定积分的定义

定积分的定义有如下几个要点

(1) 将区间 [a, b]划分为 n个区域,其中记

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b

记自区间长度即模为

λ = max{∆1,∆2, . . . ,∆n−1,∆n}

(2) 在每个子区间上取任意一点 ξi取其函数值 f(ξi),则 Riemann和为

S =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi

当 λ → 0时,若 S 极限存在,且分割方式与 ξi无关,则称该极限为 f 在 [a, b]上

的定积分,如下 ˆ b

a

f(x)dx = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

3. ▲(1999.2)an =
n∑

k=1

f(k) −
ˆ n

1

f(x)dx(n = 1, 2, . . .),设 f(x)是区间 [0,+∞)上单调递减

且非负的连续函数证明数列 {an}极限存在

Solution

先证明单调性,作差有

an+1 − an = f(n+ 1)−
ˆ n+1

n

f(x)dx

积分中值定理
========= f(n+ 1)− f(ξ), ξ ∈ (n, n+ 1)

由于 f(x)在 [0,+∞)上单调递减故 an+1 − an < 0 =⇒ 原数列单调递减.

再证明有界性由于
n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

f(x)dx =

ˆ n

1

f(x)dx

原式化为
n−1∑
k=1

[
f(k)−

ˆ k+1

k

f(x)dx
]
+ f(n)

8



4.1 数学真题一网打尽 第四章 真题与模拟题

由于 f(x)非负且单调递减,容易直到 f(k) >

ˆ k+1

k

f(x)dx故原式一定有

原式 ≥ 0

即原数列单调递减有下界,故原数列收敛.

4. (2011-12) ▲▲

(1) 证明:对于任意的正整数 n,都有 1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n

(2) 设 an = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
− lnn证明数列 {an}收敛

拉氏中值 + 单调有界证明

(1)令 f(x) = ln (1 + x)则

ln (1 +
1

n
)− ln 1 = f ′(ξ) · 1

n
, ξ ∈ (0,

1

n
)

即
n

n+ 1
<

1

1 + ξ
< 1

综上有
1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n

(2)首先证明其单调,作差有

an+1 − an =
1

n+ 1
− ln (n+ 1) + lnn =

1

n+ 1
− ln (1 +

1

n
) < 0

即原数列单调递减,只需证明其有下界即可. 考虑

an = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
− lnn

> ln (1 + 1) + ln (1 +
1

2
) + . . .+ ln (1 +

1

n
)− lnn

= ln (2 · 3
2
· 4
3
. . .

n+ 1

n
)− lnn

= ln (n+ 1)− lnn > 0

故原数列单调递减有下界,即其极限值存在.

9



4.1 数学真题一网打尽 第四章 真题与模拟题

积分放缩法

由积分保号性,若需证明
ˆ b

a

f(x)dx >

ˆ b

a

f(x)dx只需证明 f(x) > g(x)

(1)考虑如下操作

1

n+ 1
< ln (1 + n)− lnn <

1

n

1

n+ 1
<

ˆ n+1

n

1

x
dx <

1

nˆ n+1

n

1

n+ 1
dx <

ˆ n+1

n

1

x
dx <

ˆ n+1

n

1

n
dx

显然在 (n, n+ 1)上有 1

n+ 1
<

1

x
<

1

n
,故原不等式得证

(2)证明单调性,作差有

an+1 − an =

ˆ n+1

n

(
1

n+ 1
− 1

x

)
dx < 0

证明有下界有

an =
n∑

k=1

1

k
−
ˆ n

1

1

x
dx > 0

有没有很眼熟,没错,正是上一题 (1999.2)的所考察的证明!

故原数列单调递减有下界,其极限存在.

收敛级数

(1)不等式最基本的方法应该想到构建函数,证明单调性. 不妨令 x =
1

n
,原不等式等

价于证明
x

1 + x
< ln (1 + x) < x, x ∈ (0, 1)

令 f(x) = x− ln(1+x)则 f ′(x) = 1− 1

x+ 1
> 0,故 f ′(x)单调递增,即 f(x) > f(0) =

0,同理可证明左边不等式.

(2)基于如下结论

lim
n→∞

an存在 ⇐⇒
∞∑
n=1

(an+1 − an)收敛

由于

an = a1 + (a2 − a1) + . . .+ (an − an−1) = a1 +
n∑

k=2

(ak − ak−1)

10



4.1 数学真题一网打尽 第四章 真题与模拟题

故数列 {an}与级数
n∑

k=2

(ak − ak−1)同敛散.

由于 |an − an−1| =
∣∣∣∣ 1n + ln

(
1− 1

n

)∣∣∣∣做 Taylor展开有

|an − an−1| =
∣∣∣∣ 1n

[
− 1

n
− 1

2

1

n2
+ o(

1

n2
)

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−1

2

1

n2
+ o(

1

n2
)

∣∣∣∣ ∼ 1

n2

又因为
∞∑
n=1

1

n2
收敛,由比较判别法可知原级数绝对收敛,故而原级数收敛.从而数列

极限存在

5. (2012-2) ▲

(1) 证明方程 xn + xn−1 + . . .+ x = 1(n > 1, n ∈ N)在区间
(
1

2
, 1

)
内仅有一个实根

(2) 记 (I)中的实根为 xn证明 lim
n→∞

xn存在,并求出此极限

Solution

(1)令 f(x) = xn + . . .+ x− 1, f ′(x) = nxn−1 + . . .+ 2x+ 1 > 0故 f(x)在 (
1

2
, 1)上单

调递增,又有 
f(1) = n− 1 > 0

f(
1

2
) = − 1

2n
< 0

由零点存在定理可知,在区间 (
1

2
, 1)上仅有唯一零点

(2)考虑 f(x)n+1 = xn+1 + xn + . . .+ x− 1由 (1)可知
f(xn)n+1 = xn+1

n > 0

f(
1

2
)n+1 = − 1

2n+1
< 0

故在区间 (
1

2
, xn)中有唯一零点 xn+1因此有

1

2
< xn+1 < xn

即数列 {xn}单调递减有下界故极限存在.
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不妨令 lim
n→∞

xn = a带入 f(x)有

lim
n→∞

xn − xn+1

1− xn

= 1

即
a− 0

1− a
= 1 =⇒ a =

1

2

6. ▲(2013.2)设函数 f(x) = lnx+
1

x

(1) 求 f(x)的最小值

(2) 设数列 {xn}满足 lnxn +
1

xn+1

< 1证明 lim
n→∞

xn存在,并求此极限

Solution

(1) f ′(x) =
1

x
− 1

x2
=

x− 1

x2
(x > 0)有 f(x)在 (0, 1)上递减,在 (1,+∞)上递增,故

f(1) = 1为 f(x)的最小值

(2)由题设有

lnxn < lnxn +
1

xn+1

< 1 = ln e

有 lnx单调,故 0 < xn < e又由于 (1)可知 1 = f(1) < f(xn) =⇒ xn+1 < xn 故原

数列单调递减有下界故其极限存在,不妨设 lim
n→∞

xn = a,有题设有

ln a+
1

a
≤1

又因为

lnx+
1

x
≥ 1

故 a = 1即

lim
n→∞

xn = 1

7. ▲设对任意的 x,总有 φ(x) ≤ f(x) ≤ g(x),且 lim
n→∞

[g(x)− φ(x)] = 0,则 lim
n→∞

f(x)( )

存在且等于零A. 存在但不一定为零B.

一定不存在C. 不一定存在D.

12
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Solution

对于 A,B选项,不妨取 f(x) = g(x) = φ(x) = x但是 lim
x→∞

f(x) = ∞不存在

对于 C选项,不妨取 f(x) = g(x) = φ(x) = 1,此时 lim
x→∞

f(x) = 1

夹逼定理

原式形式

n充分大时,


φ(n) ≤ f(n) ≤ g(n)

lim
n→∞

φ(n) = lim
n→∞

g(n) = A

=⇒ lim
n→∞

f(n) = A

考虑题设的 lim
n→∞

[g(x)− φ(x)] = 0则有

0 ≤ f(x)− φ(x) ≤ g(x)− φ(x) =⇒ lim
n→∞

[f(x)− φ(x)] = 0

也可以看出 f(x)的极限与 φ(x)有关,若 φ(x)存在则 f(x)极限也存在否则不存在.

8. ▲(2007-12) 设函数 f(x) 在 (0,+∞) 内具有二阶导数, 且 f ′′(x) > 0, 令 un = f(n)(n =

1, 2, . . .)则下列结论正确的是 ( )

若 u1 > u2,则 {un}必收敛A. 若 u1 > u2,则 {un}必发散B.

若 u1 < u2,则 {un}必收敛C. 若 u1 < u2,则 {un}必发散D.

拉格朗日中值定理

存在 ξn ∈ (n, n+1), un+1−un = f(n+1)− f(n) = f ′(ξn)进而有 un+1 = un+ f ′(ξn),

由于 f ′′(x) > 0 =⇒ f ′(x)单调递增,此时有

un+1 = un + f ′(ξn)

= un−1 + f ′(ξn−1) + f ′(ξn)

. . .

= u1 +
n∑

i=1

f ′(ξi)

> u1 + nf ′(ξi) = u1 + n(u2 − u1)

显然当 u2 > u1当 n → ∞, un > +∞显然极限不存在.
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选择题不客气

对于选项 A,f(x) =
1

x
− x

对于选项 B,f(x) =
1

x
对于选项 C,f(x) = x2

级数

由于 un+1 − un = f ′(ξn) > f ′(ξi) = u2 − u1 > 0此时 lim
n→∞

un+1 − un ̸= 0从而级数
∞∑
n=1

(an+1 − an)极限不存在,由定义有其部分和不存在,即

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

un+1 − u1

进而可知 lim
n→∞

un不存在.

9. 设 lim
n→∞

an = a且 a ̸= 0则当 n充分大的时候,有 ( )

|an| >
|a|
2

A. |an| <
|a|
2

B. an > a− 1

n
C. an < a+

1

n
D.

10. 设有数列 {xn} ,−
π

2
≤ xn ≤ π

2
则 ( )

若 lim
n→∞

cos (sinxn)存在,则 lim
n→∞

xn存在A.

若 lim
n→∞

sin (cosxn)存在,则 lim
n→∞

xn存在B.

若 lim
n→∞

cos (sinxn)存在,则 lim
n→∞

sinxn存在,但 lim
n→∞

xn不存在C.

若 lim
n→∞

sin (cosxn)存在,则 lim
n→∞

cosxn存在,但 lim
n→∞

xn不存在D.

11. 已知 an = n
√
n− (−1)n

n
(n = 1, 2, . . .)则 {an}( )

有最大值与最小值A. 有最大值无最小值B.

有最小值无最大值C. 无最大值与最小值D.

12. ♦♦设 z = z(x, y)是由方程 x2 + y2 − z = φ(x + y + z)所确定的函数,其中 φ具有 2阶

导数且 φ′ ̸= −1

(1) 求 dz

(2) 记 u(x, y) =
1

x− y

(
∂z

∂x
− ∂z

∂y

)
,求 ∂u

∂x

13.
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4.2 超越 (11-25 年)
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4.3 共创 (22,23,24) 年
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4.4 25 年模拟卷 (百来套)
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